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Abstract
By dimensional analysis, it is confirmed that a cumulative local size xy for one-dimentional irreversible sub-

monolayer growth of point islands [J. G. Amar and M. N. Popescu, Surf. Sci. 419, 239 (2001)] is expressed by
a function of scaled gap length Y and dimensionless deposition time R1/3θ, where R is the ratio of the monomer
diffusion rate to the deposition rate and θ is coverage. Using asymptotic analysis for xy as the limit R → ∞, I
show that xy/sav ≃ I = 1/B

∫ 1
ϕY

uα tanh (YBu−α) du, where B is a certain monotonically decreasing function of
the variable R1/3θ, α is dynamical exponent of nucleation length and sav is average size. At both of the numerical
result of xy/sav and the approximate analytical evaluation for the integral I with Taylor expansion in YB for the
integrand, correction term for Y − Y−3( or limit of xy/sav as R → ∞) is shown to be proportional to (R1/3θ)−3/4,
and the analytical evaluation is in good agreement with the numerical result in R1/3θ ≥ 400. Finally, I find
another evaluation for I with the expansion in α to improve the deviation in 100 ≤ R1/3θ < 400.
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1 はじめに
金属薄膜における不可逆なエピタキシャル初期成長で
は、島とよばれる様々な大きさの金属微結晶が基板上に
点在し、下記のような機構によって成長している [1]。

1. 薄膜の材料である金属原子、すなわち、モノマーは
蒸着源から一定の速度で入射され、島や他のモノ
マーによって捕獲されるまで基板上を拡散する。

2. ダイマー以上で形成されたクラスターである島は基
板上を移動しない。

3. 島のサイズはクラスターに含まれるモノマー数であ
り、蒸着源から供給されるモノマーによって、また
は、基板上を拡散するモノマーによる付着・捕獲に
よって増加し、分解はしない。そのため、蒸着時間
の経過に従って島のサイズは増加する。

薄膜初期成長の実験結果を説明する手段として、サイ
ズが sである島密度 N̂s の蒸着時間 t 依存性に関する連
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立常微分方程式、

dN̂1

dt
= Ĵ − 2D̂σ1N̂2

1 − D̂N̂1

∑
s=2

σsN̂s,

dN̂s

dt
= −D̂N1σsN̂s + D̂N̂1σs−1N̂s−1 (s ≥ 2)

または、入射モノマー密度 Ĵ によって両辺を除し、独立
変数を被覆密度 θ̂ � Ĵtとした、

dN̂1

dθ̂
= 1 − 2R̂σ1N̂2

1 − R̂N̂1

∑
s=2

σsN̂s, (1)

dN̂s

dθ̂
= −R̂N1σsN̂s + R̂N̂1σs−1N̂s−1 (s ≥ 2) (2)

による速度方程式を用いる方法がある [2, 3, 4]。ここで
D̂は拡散定数、R̂ � D̂/Ĵは拡散蒸着比である。なお、σs

(s = 1, 2, 3, · · · )は捕獲数と呼ばれる量で、sと θ̂に依存
する。式 (1)右辺第一項は入射モノマーによって基板上
のモノマー密度 N̂1 を増加させる。一方、第二項と第三
項はモノマーを減少させ、それぞれ、ダイマー形成 (核
形成)と島による捕獲過程に対応している。又、第二項
と第三項が含む R̂ ∝ D̂ は基板上表面拡散を経てこれら
の過程が実現されることを示している。式 (2)はサイズ
s をもつ島密度 N̂s の速度方程式であり、第一項、二項
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D̂は拡散定数、R̂ � D̂/Ĵは拡散蒸着比である。なお、σs

(s = 1, 2, 3, · · · )は捕獲数と呼ばれる量で、sと θ̂に依存
する。式 (1)右辺第一項は入射モノマーによって基板上
のモノマー密度 N̂1 を増加させる。一方、第二項と第三
項はモノマーを減少させ、それぞれ、ダイマー形成 (核
形成)と島による捕獲過程に対応している。又、第二項
と第三項が含む R̂ ∝ D̂ は基板上表面拡散を経てこれら
の過程が実現されることを示している。式 (2)はサイズ
s をもつ島密度 N̂s の速度方程式であり、第一項、二項

一次元薄膜初期成長における局所累積サイズの漸近解析

中井日佐司 ∗

Asymptotic analysis for cumulative local size for one-dimensional
submonolayer growth

Hisashi NAKAI∗

Abstract
By dimensional analysis, it is confirmed that a cumulative local size xy for one-dimentional irreversible sub-

monolayer growth of point islands [J. G. Amar and M. N. Popescu, Surf. Sci. 419, 239 (2001)] is expressed by
a function of scaled gap length Y and dimensionless deposition time R1/3θ, where R is the ratio of the monomer
diffusion rate to the deposition rate and θ is coverage. Using asymptotic analysis for xy as the limit R → ∞, I
show that xy/sav ≃ I = 1/B

∫ 1
ϕY

uα tanh (YBu−α) du, where B is a certain monotonically decreasing function of
the variable R1/3θ, α is dynamical exponent of nucleation length and sav is average size. At both of the numerical
result of xy/sav and the approximate analytical evaluation for the integral I with Taylor expansion in YB for the
integrand, correction term for Y − Y−3( or limit of xy/sav as R → ∞) is shown to be proportional to (R1/3θ)−3/4,
and the analytical evaluation is in good agreement with the numerical result in R1/3θ ≥ 400. Finally, I find
another evaluation for I with the expansion in α to improve the deviation in 100 ≤ R1/3θ < 400.

Keywords: dimensional analysis, asymptotic analysis, irreversible submonolayer growth of point islands.

1 はじめに
金属薄膜における不可逆なエピタキシャル初期成長で

は、島とよばれる様々な大きさの金属微結晶が基板上に
点在し、下記のような機構によって成長している [1]。

1. 薄膜の材料である金属原子、すなわち、モノマーは
蒸着源から一定の速度で入射され、島や他のモノ
マーによって捕獲されるまで基板上を拡散する。

2. ダイマー以上で形成されたクラスターである島は基
板上を移動しない。

3. 島のサイズはクラスターに含まれるモノマー数であ
り、蒸着源から供給されるモノマーによって、また
は、基板上を拡散するモノマーによる付着・捕獲に
よって増加し、分解はしない。そのため、蒸着時間
の経過に従って島のサイズは増加する。

薄膜初期成長の実験結果を説明する手段として、サイ
ズが sである島密度 N̂s の蒸着時間 t 依存性に関する連

∗ 国際交流センター

立常微分方程式、

dN̂1

dt
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ともにモノマーの捕獲過程を経て島のサイズ sが変化す
ることを示している。
以上のように速度方程式の方法では右辺各項によって
薄膜成長素過程を表し、速度係数 R̂N1σs、特に、σs の
サイズおよび蒸着時間依存性を求める必要がある。伝
統的な手法 [2, 3, 4]では分子運動論に基づいて σs を求
め、その結果、ダイマー以上のサイズをもった島密度
N̂ �

∑
s=2 N̂s と N̂1 の蒸着時間依存性を説明できた。し

かしながら、サイズ分布 N̂s の再現はできなかった。
他方、Kinetic Monte-Carlo (KMC)シミュレーション
では、蒸着源からのモノマー入射と基板上拡散をランダ
ムに発生するモノマーの素過程とすることで、実際のエ
ピタキシャル薄膜成膜実験と比較し得る結果を得た [5]。

Blackman と Mulheran は初期成長を捨象して基板を
一次元とし、更に島のサイズは捕獲したモノマーの個数
を計数するのみで、島の大きさは変化しない点状島成
長の KMC シミュレーションを行った [6]。このシミュ
レーションに対する解析において、島の周りに存在する
捕獲領域の概念を取り入れることで島のサイズ分布を再
現した。捕獲領域とは、ある特定の島によって捕獲され
るモノマーが存在する領域である。Blackmanらは島の
サイズとその周囲をとりまく捕獲領域との相関も説明
し、サイズ分布の再現にこの相関が重要であることを示
唆した。

Blackmanらと同じ系である一次元点状島成長におい
て、Amarらはサイズ分布の速度方程式に捕獲領域の概
念をとりいれた σs を用い、KMC のサイズ分布を再現
した [7]。この際に捕獲領域に関する量として、サイズ
sである島の周りにおける平均島間隔 (ギャップ長) ys を
導入した。この ys を使って σs は、

σs = σ̃(ys) (3)

で与えられる。なお、

σ̃(y, θ̂) =
2l1
l2

tanh
y

2l1
(4)

はギャップ長 y を持っている島の局所捕獲数であり、
ギャップ内のモノマー局所分布から求められた。また、
l1 は最小サイズの島である核生成の特徴長さ (以下では
核生成の長さと呼ぶ)、lは基板上を拡散するモノマーの
島による捕獲に関する特徴長さ (以下、捕獲長)である。
なお局所累積サイズ xy(y, θ̂)を用いて ys は、

s − 2 = xy(ys, θ̂), (5)

xy �
∫ θ̂
θy

R̂N̂1(θ̂′)σ̃(y, θ̂′)dθ̂′ (6)

の根として与えられる [7, 8]。ここで yの関数である θy
は y = yav(θy) = 1/N(θy)を解くことで得られ、ギャップ
長の平均が yのときの被覆率を表している。また、Amar

らは、N̂1 と N̂ に関する還元速度方程式 (付録 A参照)を
見い出し、サイズ分布の速度方程式 (2) とは独立に N̂1

と N̂、l、l1 を求めた。このため、サイズ分布の速度方程
式と連立することなく xy や方程式 (5) の計算が可能に
なった。
ここで xy について物理的な意味を考えてみる。被積

分関数である R̂N̂1σ̃(y) はギャップ長 y を持っている島
が単位時間に捕獲するモノマー数を表し、ギャップ長 y

の島が生成した被覆率 θy から現在の被覆率 θ̂ までこの
量を積分することで xyを得ている。つまり、xyとは、被
覆率 θy において周囲にギャップ長 y を持ったダイマー
が生成した後から、被覆率 θまでの間にこのダイマーが
捕獲したモノマーの累積個数である。
したがって、ysに関する方程式 (5)は、ダイマー (s = 2)
からサイズ sまで成長した島によって捕獲された累積モ
ノマー数が s − 2であることを示している。
さらに Amarと Popescuは、拡散蒸着比の大きい極限

R̂→ ∞に関する xy および、ys の方程式 (5)の漸近極限、

X �
xy

sav
≃ Φ(Y) = Y − Y−3, (7)

u ≃ Φ
(

ys

yav

)
(8)

を見い出した [8]。ここで、u � s
sav
、sav は平均の島サイ

ズ、yav は平均ギャップ長である。
ところで、大きいが有限である R̂ において X はどの
ような形を取るのであろうか。このことを調べるために
は、X − Φ (R̂ → ∞) を求める必要がある。この量が R̂

と θ̂のベキで表わせるなら、X −Φ ∼ R̂−χ1 θ̂−α1 (R̂→ ∞)
のようになるであろう。ここで χ1 と α1 は、それぞれ、
X − Φ に関する静的指数と動的指数である。R̂ → ∞ の
とき X −Φは零に近づくので、χ1 > 0である。一方、も
し θ̂ → ∞においても R̂ → ∞と同じ極限に X が落ち着
くのなら、α1 > 0である。
筆者はギャップ長 ys の数値誤差の影響を調べ、島サ

イズ分布 Ns への誤差伝播を検討した [9]。その結果、捕
獲係数 σs を求めるために必要な ys に関する方程式 (5)
に現れる数値積分の誤差を適切に制御すれば、この誤差
伝播は軽微であることを示した。この際、方程式 (5)に
おいて、拡散蒸着比が R̂ ≈ 108 であり、非常に大きい値
を用いている。したがって、X − Φに対する上記の推論
が正しければ、この方程式に含まれる xy を Φ及びその
補正項によって表現できるため、数値積分の必要がなく
なる。速度方程式 (2)の数値計算では、それぞれの島サ
イズに対応する 102 個の ys を時間ステップ毎に計算す
る必要があるため、結果として、積分が不要になること
は計算量の削減になる。
そこで、本報文では X について R̂→ ∞における漸近
解析を行うことで、極限 (8)へどのように近づくかを近
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似的な解析解によって見いだす。但し、捕獲過程が主要
である蒸着時間 (または、被覆密度)、すなわち、捕獲期
間に議論を限定することにする。
なお、(1) 解析を容易にするために次元解析を行うこ
とによる変数の逓減および捕獲期間の見積、 (2) R̂→ ∞
における xy の近似的な解析解の計算、(3) 数値計算で
得た xy と近似解析解の比較、(4)近似解析解の改良、に
よって本報文は構成される。

2 次元解析
次元解析は、物理における関係式が次元的に斉一であ
る要請を用いて問題を解析する方法である。この解析方
法における Buckinghamの Π定理 [10]の適用は、関係
式を無次元量で構成し、取り扱う変数の逓減や変数分離
を可能にする。そこでこの章では、薄膜初期成長に関す
る 2 種類の研究方法である KMC シミュレーションと
速度方程式に関してモノマー密度に関する次元解析を行
い、得られた 2つの無次元量を関連づけることで、速度
方程式の解として得られる量の関数形について知見を得
る。次に、従来の研究 [5, 6, 7, 8]と同様に、速度方程式
の関数形を KMCシミュレーションによって検証するた
め、BlackmanとMulheranによって得られた結果 [6]と
の比較を行う。
まず KMCに関して次元解析を行う。格子点あたりに

存在するモノマー数 N1 は、単位時間あたりに格子点に
入射する蒸着モノマー数 J、隣接した格子点へモノマー
が拡散的に移動する遷移確率 D、蒸着時間 tによって変
化する [5, 6, 7, 8]。このことを式で書くと、

N1 = F(J, t,D). (9)

これらの量の次元は、[N1] = 1、[J] =[D] = T−1、[t] = T
である。ここで Tは時間の次元であり、KMCにおける
独立した次元は Tのみである。
時間の次元に対応する独立変数を J に選ぶと、Π定理

より無次元の関係式、

N1 = ρ̃1(Jt,D/J)
= ρ̃1(θ,R) (10)

を得る。ここで ρ̃1 は無次元 2変数関数であり、被覆率
θ � Jt と R � D/J を用いた。したがって、KMCのモ
ノマー密度は θと Rを変数とした 2変数関数 ρ̃1 によっ
て表わすことができ、元の表式 F より独立変数を一つ
減らすことができた。
速度方程式では N1 に対応する量として基板の単位長
さあたりにあるモノマー数 N̂1 を用いる。また、独立変
数として、蒸着モノマーの入射密度 Ĵ、拡散定数 D̂、蒸
着時間 t、長さの次元を持ったパラメータ a を選んだ。
aは、点状島や基板上にあるモノマーに対して入射モノ

マーが直接付着する過程を特徴付けるパラメーターで
あり、本報文では格子間隔とする。このことを式で表
すと、

N̂1 = F̂(Ĵ, D̂, t, a). (11)

これらの量の次元は、[N̂1] = L−1、[Ĵ] =L−1 T−1、[D̂] =L2

T−1、[t] = T、[a] = Lである。ここで Lは、長さの次元
を表わす。したがって、独立した次元は L と T の 2 つ
である。
独立した 2つの次元に対応する変数に Ĵ と D̂を選ん

で Π定理を用いることで、無次元量の関係式、

R̂1/3N̂1 = ρ̂1

(
R̂1/3θ̂, aR̂−1/3

)
(12)

を得る。ここで被覆密度 θ̂ � Ĵt、蒸着・拡散比 R̂ � D̂/Ĵ

を用いた。
さて、KMCに関する量と速度方程式に関する量の関
係は、aが格子間隔であることに注意して、

N1 = aN̂1, (13)

J = aĴ, (14)

D = D̂/a2, (15)

θ = aθ̂, (16)

R = R̂/a3 (17)

である。これらの関係と式 (12)を使うと

N1 = aR̂−1/3ρ̂1

(
R̂1/3θ̂, aR̂−1/3

)

= R−1/3ρ̂1

(
R1/3θ,R−1/3

)
(18)

または、同等な無次元量の関係式、

R1/3N1 = ρ̂1

(
R1/3θ,R−1/3

)
(19)

を得る。したがって R1/3θ と R−1/3 を変数とする 2変数
無次元関数、および、Rのべきの積によって KMCによ
るモノマー密度が表現できることを示している。
ここで無次元量である Rの数値的な大きさについて調

べてみよう。成膜において有効な Rは、105 ≤ R ≤ 109

の範囲にある。したがって、R−1/3 < 0.03 ≪ 1 であり
非常に小さい。ここで極限 limR→∞ ρ̂1

(
R1/3θ,R−1/3

)
=

ρ1

(
R1/3θ

)
が存在し、R ≤ 0.03 で ρ̂1

(
R1/3θ,R−1/3

)
≃

ρ1

(
R1/3θ

)
であると仮定しよう [11]。これは、ρ1 =

R1/3N1 対 R1/3θ でプロットすると、異った R につい
て KMC の結果が一つの曲線に沿って並ぶことを意味
する。
文献 [6]の KMCによる結果を R1/3N1 対 R1/3θによっ
てプロットしたものが図 1 である。R1/3N1 は実線に
沿って並んでおり、N1 = R−1/3ρ1

(
R1/3θ

)
で表わせること

が確かめられた。したがって、ここで得た関数形をもつ
ρ1 が得られるような速度方程式を構築すれば良い *1。

*1 具体的な速度方程式は、付録 Aに記載した。

2

ともにモノマーの捕獲過程を経て島のサイズ sが変化す
ることを示している。
以上のように速度方程式の方法では右辺各項によって

薄膜成長素過程を表し、速度係数 R̂N1σs、特に、σs の
サイズおよび蒸着時間依存性を求める必要がある。伝
統的な手法 [2, 3, 4]では分子運動論に基づいて σs を求
め、その結果、ダイマー以上のサイズをもった島密度
N̂ �

∑
s=2 N̂s と N̂1 の蒸着時間依存性を説明できた。し

かしながら、サイズ分布 N̂s の再現はできなかった。
他方、Kinetic Monte-Carlo (KMC)シミュレーション
では、蒸着源からのモノマー入射と基板上拡散をランダ
ムに発生するモノマーの素過程とすることで、実際のエ
ピタキシャル薄膜成膜実験と比較し得る結果を得た [5]。

Blackman と Mulheran は初期成長を捨象して基板を
一次元とし、更に島のサイズは捕獲したモノマーの個数
を計数するのみで、島の大きさは変化しない点状島成
長の KMC シミュレーションを行った [6]。このシミュ
レーションに対する解析において、島の周りに存在する
捕獲領域の概念を取り入れることで島のサイズ分布を再
現した。捕獲領域とは、ある特定の島によって捕獲され
るモノマーが存在する領域である。Blackmanらは島の
サイズとその周囲をとりまく捕獲領域との相関も説明
し、サイズ分布の再現にこの相関が重要であることを示
唆した。

Blackmanらと同じ系である一次元点状島成長におい
て、Amarらはサイズ分布の速度方程式に捕獲領域の概
念をとりいれた σs を用い、KMC のサイズ分布を再現
した [7]。この際に捕獲領域に関する量として、サイズ
sである島の周りにおける平均島間隔 (ギャップ長) ys を
導入した。この ys を使って σs は、

σs = σ̃(ys) (3)

で与えられる。なお、

σ̃(y, θ̂) =
2l1
l2

tanh
y

2l1
(4)

はギャップ長 y を持っている島の局所捕獲数であり、
ギャップ内のモノマー局所分布から求められた。また、
l1 は最小サイズの島である核生成の特徴長さ (以下では
核生成の長さと呼ぶ)、lは基板上を拡散するモノマーの
島による捕獲に関する特徴長さ (以下、捕獲長)である。
なお局所累積サイズ xy(y, θ̂)を用いて ys は、

s − 2 = xy(ys, θ̂), (5)

xy �
∫ θ̂
θy

R̂N̂1(θ̂′)σ̃(y, θ̂′)dθ̂′ (6)

の根として与えられる [7, 8]。ここで yの関数である θy
は y = yav(θy) = 1/N(θy)を解くことで得られ、ギャップ
長の平均が yのときの被覆率を表している。また、Amar

らは、N̂1 と N̂ に関する還元速度方程式 (付録 A参照)を
見い出し、サイズ分布の速度方程式 (2) とは独立に N̂1

と N̂、l、l1 を求めた。このため、サイズ分布の速度方程
式と連立することなく xy や方程式 (5) の計算が可能に
なった。
ここで xy について物理的な意味を考えてみる。被積

分関数である R̂N̂1σ̃(y) はギャップ長 y を持っている島
が単位時間に捕獲するモノマー数を表し、ギャップ長 y

の島が生成した被覆率 θy から現在の被覆率 θ̂ までこの
量を積分することで xyを得ている。つまり、xyとは、被
覆率 θy において周囲にギャップ長 y を持ったダイマー
が生成した後から、被覆率 θまでの間にこのダイマーが
捕獲したモノマーの累積個数である。
したがって、ysに関する方程式 (5)は、ダイマー (s = 2)
からサイズ sまで成長した島によって捕獲された累積モ
ノマー数が s − 2であることを示している。
さらに Amarと Popescuは、拡散蒸着比の大きい極限

R̂→ ∞に関する xy および、ys の方程式 (5)の漸近極限、

X �
xy

sav
≃ Φ(Y) = Y − Y−3, (7)

u ≃ Φ
(

ys

yav

)
(8)

を見い出した [8]。ここで、u � s
sav
、sav は平均の島サイ

ズ、yav は平均ギャップ長である。
ところで、大きいが有限である R̂ において X はどの
ような形を取るのであろうか。このことを調べるために
は、X − Φ (R̂ → ∞) を求める必要がある。この量が R̂

と θ̂のベキで表わせるなら、X −Φ ∼ R̂−χ1 θ̂−α1 (R̂→ ∞)
のようになるであろう。ここで χ1 と α1 は、それぞれ、
X − Φ に関する静的指数と動的指数である。R̂ → ∞ の
とき X −Φは零に近づくので、χ1 > 0である。一方、も
し θ̂ → ∞においても R̂ → ∞と同じ極限に X が落ち着
くのなら、α1 > 0である。
筆者はギャップ長 ys の数値誤差の影響を調べ、島サ

イズ分布 Ns への誤差伝播を検討した [9]。その結果、捕
獲係数 σs を求めるために必要な ys に関する方程式 (5)
に現れる数値積分の誤差を適切に制御すれば、この誤差
伝播は軽微であることを示した。この際、方程式 (5)に
おいて、拡散蒸着比が R̂ ≈ 108 であり、非常に大きい値
を用いている。したがって、X − Φに対する上記の推論
が正しければ、この方程式に含まれる xy を Φ及びその
補正項によって表現できるため、数値積分の必要がなく
なる。速度方程式 (2)の数値計算では、それぞれの島サ
イズに対応する 102 個の ys を時間ステップ毎に計算す
る必要があるため、結果として、積分が不要になること
は計算量の削減になる。
そこで、本報文では X について R̂→ ∞における漸近
解析を行うことで、極限 (8)へどのように近づくかを近
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Fig.1 Scaled KMC monomer density R−1/3N1 and is-
land density R−1/3N as function of R1/3θ for three values
of R (0.5 × 105 ◯; 0.5 × 106 ×; 0.5 × 107 △) [6]. Lines
are numerical solutions of the reduced rate equations for
scaled monomer density ρ1 (full line) and scaled island
density ρ (broken line).

ところで、R−1/3 = aR̂−1/3 ≪ 1なので、ρ̂1 の第二引数
依存性を無視することは aを無視することでもある。し
たがって、入射モノマーの島や基板上モノマーへの直接
付着を無視することができる。
同様な次元解析と KMC との比較 (図 1 破線) を行う
ことで、島密度 N について N = R−1/3ρ

(
R1/3θ

)
を得るこ

とができる。まとめると、

N1 = R−1/3ρ1

(
R1/3θ

)
, (20)

N = R−1/3ρ
(
R1/3θ

)
. (21)

ここで ρ1 と ρは速度方程式から得る一変数関数である。
なお、これ以降は格子間隔を単位にとり (a = 1)、KMC
に関する量と「 ˆ」のついた速度方程式に関する量を区
別しないことにする。
続いて、次元解析の結果と N1 および N に関するス

ケール則を使って、捕獲過程が主要である蒸着時間*2

T � R1/3θの範囲を見積る。今後このような蒸着時間の
範囲を捕獲期間と呼ぶことにする。
捕獲が主要な過程になるときにはモノマーに比較し
て島が多く、かつ、島が基板を埋めつくすほどではな
い。島密度がモノマー密度と同程度の時間を T1、島
が基板を埋めつくす時間を T2 とすると、捕獲期間は
T1 ≪ T ≪ T2 であらわすことができる。定義から、T1

は N1(T1) ≈ N(T1) を満す。スケーリング則 (付録 A)

*2 誤解のない限り、今後、T を蒸着時間と呼ぶ。

から N1 ≈ R−1/3T−1/2 および N ≈ R−1/3T 1/4 であるか
ら、T1 ≈ 1になる。また、島が基板を埋めつくすとは、
N(T2) = 1、すなわち、格子点全てが島によって占めら
れるということである。この結果、T2 ≈ R4/3 になる。
結局、捕獲期間は 1 ≪ T ≪ R4/3 になる。なお被覆率に
ついては R−1/3 ≪ θ ≪ R であり、R → ∞ の極限では
0 < θ < ∞なので、被覆率 θの全ての範囲が捕獲期間に
なる。一方、T は 1 ≪ T < ∞になって上限がなくなる。
このように R を大きくすることで、蒸着時間 T に対

して捕獲期間を広げることができる。次章では、この捕
獲期間で局所累積サイズに対して漸近解析を行い、どの
ように極限に近づくかを近似的に求める。

3 局所累積サイズ xy の漸近解析
ギャップ長 y をもつ島が核生成した被覆率 θy から
θ > θy までに捕獲したモノマーの累積数、すなわち、局
所累積サイズ xy は積分

xy =

∫ θ
θy

RN1(θ′)
2l1(θ′)
l2(θ′)

tanh
y

2l1(θ′)
dθ′ (22)

になる。
さて、2章の次元解析の結果から、

N1 = R−1/3ρ1

(
R1/3θ

)
, (23)

N = R−1/3ρ
(
R1/3θ

)
, (24)

l1 = R1/3η1

(
R1/3θ

)
, (25)

l = R1/3η
(
R1/3θ

)
, (26)

を示すことができる。ここで ρ1 と ρ、η1、ηは一変数無
次元関数で、還元速度方程式 (A.6) – (A.10)を解くこと
で求められる。これらの関係を用いて、無次元関数とス
ケールしたギャップ長 Y � y/yav = R−1/3ρ y で xy を書
きなおすと、

xy =

∫ T

Ty

ρ1
2η1

η2 tanh
[

Y
2ρ(T )η1

]
dT ′ (27)

になる。ここで、ρ1 と η1、ηは積分変数 T ′ � R1/3θ′ の
関数である。一方、積分内では ρ(T ) は定数として取り
扱われる。また Ty = R1/3θy である。θy の定義より y =

R1/3/ρ(Ty)であり、Tyについて解くと Ty = ϕTy (y/R
1/3) =

ϕTy (Y/ρ(T )) になる。ここで ϕTy は 1 変数無次元関数で
ある。したがって Ty も Y と T だけの関数であることが
示された。
結局、xy は T と Y の関数として表すことができ、拡

散蒸着比 R は T = R1/3θ を通してのみ現われる。した
がって二つの極限 R → ∞と θ → ∞に関して、xy は同
じ極限を持つ。
蒸着時間 T を大きくしたときの振舞いが見通せるよ

うに、式 (27)の積分変数を変更しよう。u = T ′/T とす
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Fig.1 Scaled KMC monomer density R−1/3N1 and is-
land density R−1/3N as function of R1/3θ for three values
of R (0.5 × 105 ◯; 0.5 × 106 ×; 0.5 × 107 △) [6]. Lines
are numerical solutions of the reduced rate equations for
scaled monomer density ρ1 (full line) and scaled island
density ρ (broken line).

ところで、R−1/3 = aR̂−1/3 ≪ 1なので、ρ̂1 の第二引数
依存性を無視することは aを無視することでもある。し
たがって、入射モノマーの島や基板上モノマーへの直接
付着を無視することができる。
同様な次元解析と KMC との比較 (図 1 破線) を行う
ことで、島密度 N について N = R−1/3ρ

(
R1/3θ

)
を得るこ

とができる。まとめると、

N1 = R−1/3ρ1

(
R1/3θ

)
, (20)

N = R−1/3ρ
(
R1/3θ

)
. (21)

ここで ρ1 と ρは速度方程式から得る一変数関数である。
なお、これ以降は格子間隔を単位にとり (a = 1)、KMC
に関する量と「 ˆ」のついた速度方程式に関する量を区
別しないことにする。
続いて、次元解析の結果と N1 および N に関するス

ケール則を使って、捕獲過程が主要である蒸着時間*2

T � R1/3θの範囲を見積る。今後このような蒸着時間の
範囲を捕獲期間と呼ぶことにする。
捕獲が主要な過程になるときにはモノマーに比較し

て島が多く、かつ、島が基板を埋めつくすほどではな
い。島密度がモノマー密度と同程度の時間を T1、島
が基板を埋めつくす時間を T2 とすると、捕獲期間は
T1 ≪ T ≪ T2 であらわすことができる。定義から、T1

は N1(T1) ≈ N(T1) を満す。スケーリング則 (付録 A)

*2 誤解のない限り、今後、T を蒸着時間と呼ぶ。

から N1 ≈ R−1/3T−1/2 および N ≈ R−1/3T 1/4 であるか
ら、T1 ≈ 1になる。また、島が基板を埋めつくすとは、
N(T2) = 1、すなわち、格子点全てが島によって占めら
れるということである。この結果、T2 ≈ R4/3 になる。
結局、捕獲期間は 1 ≪ T ≪ R4/3 になる。なお被覆率に
ついては R−1/3 ≪ θ ≪ R であり、R → ∞ の極限では
0 < θ < ∞なので、被覆率 θの全ての範囲が捕獲期間に
なる。一方、T は 1 ≪ T < ∞になって上限がなくなる。
このように R を大きくすることで、蒸着時間 T に対

して捕獲期間を広げることができる。次章では、この捕
獲期間で局所累積サイズに対して漸近解析を行い、どの
ように極限に近づくかを近似的に求める。

3 局所累積サイズ xy の漸近解析
ギャップ長 y をもつ島が核生成した被覆率 θy から
θ > θy までに捕獲したモノマーの累積数、すなわち、局
所累積サイズ xy は積分

xy =

∫ θ
θy

RN1(θ′)
2l1(θ′)
l2(θ′)

tanh
y

2l1(θ′)
dθ′ (22)

になる。
さて、2章の次元解析の結果から、

N1 = R−1/3ρ1

(
R1/3θ

)
, (23)

N = R−1/3ρ
(
R1/3θ

)
, (24)

l1 = R1/3η1

(
R1/3θ

)
, (25)

l = R1/3η
(
R1/3θ

)
, (26)

を示すことができる。ここで ρ1 と ρ、η1、ηは一変数無
次元関数で、還元速度方程式 (A.6) – (A.10)を解くこと
で求められる。これらの関係を用いて、無次元関数とス
ケールしたギャップ長 Y � y/yav = R−1/3ρ y で xy を書
きなおすと、

xy =

∫ T

Ty

ρ1
2η1

η2 tanh
[

Y
2ρ(T )η1

]
dT ′ (27)

になる。ここで、ρ1 と η1、ηは積分変数 T ′ � R1/3θ′ の
関数である。一方、積分内では ρ(T ) は定数として取り
扱われる。また Ty = R1/3θy である。θy の定義より y =

R1/3/ρ(Ty)であり、Tyについて解くと Ty = ϕTy (y/R
1/3) =

ϕTy (Y/ρ(T )) になる。ここで ϕTy は 1 変数無次元関数で
ある。したがって Ty も Y と T だけの関数であることが
示された。
結局、xy は T と Y の関数として表すことができ、拡

散蒸着比 R は T = R1/3θ を通してのみ現われる。した
がって二つの極限 R → ∞と θ → ∞に関して、xy は同
じ極限を持つ。
蒸着時間 T を大きくしたときの振舞いが見通せるよ

うに、式 (27)の積分変数を変更しよう。u = T ′/T とす

5

ると、

xy(Y, T ) = T
∫ 1

ϕY

ρ1(Tu)
2η1(Tu)
η2(Tu)

× tanh
[

Y
2ρ(T )η1(Tu)

]
du (28)

ϕY (Y, T ) � Ty/T (29)

と表わせる。
以上の結果から、平均サイズ sav によってスケールし

た局所累積サイズ X(Y, T )は、

X(Y, T ) �
xy

sav

=
T
sav

∫ 1

ϕY

ρ1(Tu)
2η1(Tu)
η2(Tu)

× tanh
[

Y
2ρ(T )η1(Tu)

]
du. (30)

sav =
θ−N1

N =
T−ρ1
ρ
なので [12]、

X(Y, T ) =
ρ(T )

1 − ρ1(T )/T

∫ 1

ϕY

ρ1(Tu)
η2(Tu)

(2η1(Tu))

× tanh
[

Y
2ρ(T )η1(Tu)

]
du (31)

となる。
次に、R→ ∞における X(Y, T )の漸近解析を行い、X

に関する近似的な解析解を得よう。
捕獲期間における蒸着時間の下限を Tc ≫ 1 とする。

uに関する積分範囲は ϕY ≤ u ≤ 1なので、その下限 ϕY

が ϕY > Tc/T の制限の下で、被積分関数内の ρ1 と η1、η
を捕獲期間の関数形 f (Tu) ≈ T pup(付録 A参照)で表す
ことができる。被覆率 θ が有限、すなわち、θ > 0なら
ば、R→ ∞で T → ∞になる。したがって、この極限で
は ϕY > 0 であり、積分範囲の下限について制限はなく
なる。そこで、大きいが有限の R (または T ) について
もこの条件が満されると仮定し、ρ1(T )/T ≪ 1 (T ≫ 1)
を用いて、

X(Y, T ) ≃ 2ρ(T )η1(T )
ρ1(T )
η2(T )

×
∫ 1

ϕY

u−r+2αη+α tanh
[

Y
2ρ(T )η1(T )

u−α
]

du

=
Y
ℓ

ρ1(T )
η2(T )

∫ 1

ϕY

u−r+2αη+α tanh
[
ℓu−α
]
du. (32)

捕獲期間において 0 ≃ 1 − ρ1/η
2 が成立し、r = 2αη =

1/2なので、

X(Y, T ) ≃ Y
ℓ

∫ 1

ϕY

uα tanh
[
ℓu−α
]
du =

Y
ℓ
Ψ(ℓ, ϕY ;α) (33)

となる。ここで ℓ � Y/(2ρ(T )η1(T )) と定義した。積分
した結果は無次元関数 Ψ(ℓ, ϕY ;α)で表わされ、助変数と
して核生成の長さに関する動的指数 αを持っている。

ℓについて極限をとると、

Y
ℓ
Ψ(ℓ, ϕY ;α) ≃


Y(1 − ϕY ) (ℓ → 0)

1
1+α

Y
ℓ
(1 − ϕ1+α

Y ) (ℓ → ∞)
(34)

になる。以降、評価を簡単にするために、付録 B の式
(B.9)から、T → ∞の極限 ϕY = Ty/T = θy/θ ≃ Y−4 = QY

を使うことにする。このことから上記の極限は、

Y
ℓ
Ψ(ℓ, ϕY ;α) ≃


Y(1 − QY ) = Φ (ℓ → 0),

1
1+α

Y
ℓ
(1 − Q1+α

Y ) (ℓ → ∞),
(35)

であり、T → ∞、すなわち、R→ ∞で ℓ → 0 (∵ ρ, η1 →
∞ )なので、近似式 (33)は、T → ∞で Φ(Y) = Y − Y−3

の極限を得る。これは、Amar らによる結果 (8) と一致
する。
さて、tanh z ≃ z − z3/3 (z ≪ 1)に注意して Ψの被積

分関数を ℓでテーラー展開した後に項別積分すると、

Ψ(ℓ,QY ;α) ≃ ℓ(1 − QY ) − ℓ3

3(1 − 2α)
(1 − Q1−2α

Y ). (36)

したがって、

X ≃ Y
ℓ
Ψ ≃ Φ̃ℓ

= Y(1 − QY ) − ℓ2

3(1 − 2α)
Y(1 − Q1−2α

Y )

= Y(1 − QY ) − 1
3

B2(T )
1 − 2α

Y3(1 − Q1−2α
Y ) (37)

になる。ここで Bは式 (A.5)、すなわち、B = (2ρη1)−1で
ある。スケーリング則より B2 = [(2ρη1)]−2 ≈ T−2(q+α) =

T−α1 なので、第二項は Tα1 に反比例する。この項の動的
指数 α1 � 2(q + α) = 3/4 = 0.75であり、島密度と核生
成の長さの動的指数の和を 2倍したものになっている。
以上の結果から、T → ∞における Xの T および Y 依
存性は、

X ≃ Φ̃ℓ

= Y(1 − QY ) − 1
3

Ã
1 − 2α

Y3(1 − Q1−2α
Y )

Tα1

になる。ここで Ã = B2(T )Tα1 であり、スケーリング則
が成立している捕獲領域 T > Tc では Ã(T > Tc) = Aで
ある定数 Aで表わせるので、結局 Φ̃ℓ は、

Φ̃ℓ = Y(1 − QY ) − 1
3

A
1 − 2α

Y3(1 − Q1−2α
Y )

Tα1
(38)

となる。
この章では蒸着時間が捕獲期間内であるときに以下の
仮定をすることで、X の漸近解 Φ̃ℓ を得た；

1. X の被積分関数を捕獲期間の関数形で表わすことが
できる。
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2. ℓ ≪ 1であり、ℓ による被積分関数の展開が妥当で
ある。

3. 大きいが、有限な T においても ϕY ≃ QY である。

次章では xy の数値解を示し、その結果と式 (38)と比較
して、上記仮定の妥当性を検討する。

4 数値計算結果
式 (27)に基づいて局所累積サイズ xy の数値計算を行

うために、プログラミング言語としてMATLABを用い
た。まず、数値微分式に基づく可変次数積分器 (ode15s)
によって速度方程式 (A.6)と (A.7)を積分し、蒸着時間
0 < T ≤ 1.6 × 105 の範囲で ρ1 と ρを得た。
蒸着時間について適応刻み幅で計算した ρ1 と ρを密
出力を使って内挿し、積分 (27)を数値的に実行した。こ
の際スケールしたギャップ長 Y については、1 ≤ Y ≤ 4
を等分した 20 点で計算した。蒸着時間 T については
T0 = 100、Tn = 2nT0 とし、非負整数の n について
0 ≤ n ≤ 10 の 11 点で計算した。この結果のうち、T =

100, 400, 1600, 6400, 25600, 102400 (n = 0, 2, 4, 6, 8, 10)
について、スケールした局所累積サイズ X � xy/sav

を Y に対してプロットしたものが図 2 である。なお、
Tn ≥ 6400 (すなわち n ≥ 6) の X は太い実線と重なっ
ている。この結果から、T の増加に従って、太い実線で
描かれた Φ(Y) = Y − Y−3 に X が漸近することを確認で
きた。
漸近する様子を定量的に観察するため、Xn � X(Y, Tn)

に関する差分、∆Xn � Xn − Xn−1 を Y についてプロット
したものが 図 3 である。 このプロットでは Tn が大き
くなるほど ∆Xn は減少している。また、各 n に対する
∆Xn のグラフは同じ形で、等間隔で下方に平行移動して
いる。縦軸が対数軸であることに注意すると、r > 1が
あって r∆Xn ≃ ∆Xn−1 になっている。つまり、隣接する
nの間では ∆Xn が比例関係にあることが解る。
この比例関係を満すような X の関数形を求めよう。X

が Φに漸近するので、Xn = Φ+dnとすると limn→∞ dn =

0 である。∆Xn = dn − dn−1 なので、r∆Xn ≃ ∆Xn−1 は
r(dn − dn−1) ≃ dn−1 − dn−2 となる。結局、n に依存しな
い C を用いて、dn ≃ Cr−n になる。この結果から、Xn ≃
Φ + Cr−n を得る。T と n の関係から n = ln(T/T0)/ ln 2
なので、

X ≃ Φ +C
(

T
T0

)− ln r
ln 2

.

なお、C は Y に依存してよい。また Φ1 � CT
ln r
ln 2

0 とす
ると、

X ≃ Φ + Φ1

T
ln r
ln 2

(39)
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Fig.2 Numerical result of scaled cumulative local size
as function of Y for six values of T = R1/3θ (100◯; 400
□; 1600◇; 6400△; 25600▽; 102400☆). Full line is
Y − Y−3 or the asymptotic limit of xy/sav as R→ ∞.
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Fig.3 Difference of scaled cumulative local size ∆Xn

versus Y for ten deposition times (T = 200, 400, 800,
1600, 3200, 6400, 12800, 25600, 51200, 102400 – plots
top to bottom).

であり、近似解 Φ̃l と同じ形をしている。図 3から r を
求めると r ≑ 1.7であり、ln r/ ln 2 ≑ 0.77である。これ
は、Φ̃l の α1 = 0.75と 3 %で一致する。
4.1 解析解と数値解の比較
前項の最後における数値計算結果の解析から、T また
は R→ ∞の極限における Φ(Y) = Y −Y−3 への接近の仕
方 X − Φは X − Φ ∼ −T−0.77 であり、3 %の誤差を認め
ると、数値解の動的指数が解析解 Φ̃ℓ の指数に一致する
ことが確認できた。数値計算の結果 xy/sav と Φ̃ℓ につい
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を Y に対してプロットしたものが図 2 である。なお、
Tn ≥ 6400 (すなわち n ≥ 6) の X は太い実線と重なっ
ている。この結果から、T の増加に従って、太い実線で
描かれた Φ(Y) = Y − Y−3 に X が漸近することを確認で
きた。
漸近する様子を定量的に観察するため、Xn � X(Y, Tn)

に関する差分、∆Xn � Xn − Xn−1 を Y についてプロット
したものが 図 3 である。 このプロットでは Tn が大き
くなるほど ∆Xn は減少している。また、各 n に対する
∆Xn のグラフは同じ形で、等間隔で下方に平行移動して
いる。縦軸が対数軸であることに注意すると、r > 1が
あって r∆Xn ≃ ∆Xn−1 になっている。つまり、隣接する
nの間では ∆Xn が比例関係にあることが解る。
この比例関係を満すような X の関数形を求めよう。X

が Φに漸近するので、Xn = Φ+dnとすると limn→∞ dn =

0 である。∆Xn = dn − dn−1 なので、r∆Xn ≃ ∆Xn−1 は
r(dn − dn−1) ≃ dn−1 − dn−2 となる。結局、n に依存しな
い C を用いて、dn ≃ Cr−n になる。この結果から、Xn ≃
Φ + Cr−n を得る。T と n の関係から n = ln(T/T0)/ ln 2
なので、

X ≃ Φ +C
(

T
T0

)− ln r
ln 2

.

なお、C は Y に依存してよい。また Φ1 � CT
ln r
ln 2

0 とす
ると、

X ≃ Φ + Φ1

T
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Fig.3 Difference of scaled cumulative local size ∆Xn

versus Y for ten deposition times (T = 200, 400, 800,
1600, 3200, 6400, 12800, 25600, 51200, 102400 – plots
top to bottom).
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は、Φ̃l の α1 = 0.75と 3 %で一致する。
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前項の最後における数値計算結果の解析から、T また
は R→ ∞の極限における Φ(Y) = Y −Y−3 への接近の仕
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Fig.4 Asymptotic solution Φ̃ℓ from Eq.(38) (solid line)
calculated using Taylor expansion tanh z ≃ z − z3/3 for
the integrand along with the corresponding numerical re-
sults from Fig.2 (symbols). Lines are analytical solution
from Φ̃ℓ with various deposition time.

てプロットしたものを図 4に示した。T ≥ 400における
数値解と解析解の一致は良い。一方、T = 100について
は、Y < 2.5で Φ̃ℓ > X、Y > 3で Φ̃ℓ < X の顕著な差が
あり、Y = 3近辺で Φ̃ℓ と Xの大小関係が逆転している。
特に、Y > 3において Xよりも Φ̃ℓ が小さくなる原因は、
Y → ∞について Φ̃ℓ が Φ̃ℓ ∼ −Y3/Tα1 (Y → ∞)であり、
負に発散するためである。この発散は ℓ = Y/(2ρη1) に
よるテイラー展開の妥当性 ℓ ≪ 1 が損われたために生
じている。
以上のことから近似解析解 Φ̃ℓ (式 (38)) は、T ≥ 400
では xy/sav に対する有効な近似である一方、T = 100で
は改善を要することが解った。

5 議論
前章で漸近解 Φ̃ℓ には 2つの改善が必要であることが

解った。一つは T = 100 における計算結果との不一致
であり、もう一つは Y → ∞における負への発散である。
特に後者の発散については、ℓ ≪ 1が満されないことが
原因になっている。そこで ℓ ≪ 1 の制約がない近似を
行う。
式 (33) における Ψ(ℓ, ϕY ;α) に対して、核生成の長さ
η1 の動的指数 α = 1/8 に関する展開を項別積分した近
似解 Φ̃α を考える。
この近似は η1 がゆっくり変化するときに有効であり、
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Fig.5 Asymptotic solution using the expansion for the
integrand in dynamical exponent of the nucleation length
for three deposition times (T=100, 400, 1600) along with
the corresponding numerical results from Fig.2 (sym-
bols). Solid lines are the expression from Eq.(40). Bro-
ken lines are the expression from Eq.(41) as improve-
ment of Eq.(40).

Φ̃ℓ で仮定した ℓ ≪ 1の制約は無く、

X ≃ Y
ℓ
Ψ(ℓ,QY ;α)

≃ Φ̃α

=
Y
ℓ

(1 − QY ) tanh ℓ

− αY
ℓ

[(1 − QY ) + QY ln QY ] m (ℓ) , (40)

m(ℓ) � tanh ℓ − ℓ(1 − tanh2 ℓ)

を得る。ここで Φ̃ℓ と同様に、ϕY ≃ QY の置き換えを
行った。また ℓに関する極限は、

Φ̃α ≃


Y(1 − QY ) (ℓ → 0)
(1 − α)/B (ℓ → ∞)

∵ m(ℓ) ≃


O(ℓ3) (ℓ → 0)
1 − 4ℓe−2ℓ (ℓ → ∞)

なので、T → ∞で極限 (8)に一致し、 ℓ → ∞、すなわ
ち、Y → ∞において Φ̃α ≃ (1 − α)B−1 であるため発散
は無い。この結果をプロットしたものが図 5 の実線で
ある。

T = 100 では先程議論した Φ̃ℓ の場合よりも X と Φ̃α
の差は大きい。しかしながら、Y ≥ 1 において Φ̃α は
いつも X より大きく、Φ̃ℓ の Y = 3 近くで見られたよ
うな大小関係の逆転はない。ここで式 (40) を見直し
てみると、ϕY ≃ QY = Y−4 という近似が行われてい
る。ϕY = Ty/T に関する数値計算結果である図 6から、
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ϕY ≥ QY であることが解る。したがって、Φ̃α の第一項
で入れ替え QY → ϕY を行うと、入れ換える前と後の関
係は、Y

ℓ
(1−QY ) tanh ℓ > Y

ℓ
(1− ϕY ) tanh ℓである。結局、

この入れ替えは式 (40)の減少を招くので、Φ̃α に関する
近似の改善が期待できる。そこで QY を ϕY に戻すと、

X ≃ Φ̃α

=
Y
ℓ

(1 − ϕY ) tanh ℓ

− αY
ℓ

[
(1 − ϕY ) + ϕY ln ϕY

]
m (ℓ) , (41)

m(ℓ) � tanh ℓ − ℓ(1 − tanh2 ℓ)

が得られる。この結果をプロットしたものが図 6の破線
である。T = 100 において数値計算結果 (シンボル) と
Φ̃α の差は減少し、T ≥ 400 と同程度に両者を一致させ
ることができた。
ここで Φ̃ℓ を導出した際の 3つの仮定について吟味し

よう。T = 100のとき、もしくは厳しく見ると T < 400
のときには ℓ ≪ 1の仮定は満されない。また、Φ̃α でお
こなった議論により、おなじ時間領域で ϕY ≃ Y−4 も満
されない。然しながら、第一の仮定である「X の被積分
関数は、積分領域内において捕獲期間の関数形によって
表すことができる」は満されている。なぜなら ϕY の数
値解を用いた Φ̃α が T ≥ 100 において数値解と良い一
致を示しているからである。この第一の仮定はスケー
ルされた局所累積サイズに関する積分 (33) を導出する
ために行なった仮定だった。このことから、少くとも
T ≥ 100では第一の仮定が成立し、積分 (33)は X の良
い近似になる。したがって、積分の評価方法を工夫する
ことで近似的解析解の精度改善が期待できる。例えば部
分積分を使用した漸近展開は系統的に精度を改善できる
[13]。

6 まとめ
本報文ではスケールした局所累積サイズ X = xy/sav

がスケールされたギャップ長 Y と蒸着時間 R1/3θ の 2
変数関数として表現されることを次元解析によって確
認し、R → ∞と θ → ∞によって xy が同じ極限に導か
れることを示した。更に R → ∞において漸近解析を行
い、X ≃ I � 1/B

∫ 1
ϕY

uα tanh (YBu−α) duが見い出された。
ここで Bは R1/3θのみで表わせる単調減少関数、αは核
生成の長さに関する動的指数である。I の被積分関数を
YBuで展開して項別積分した近似解と数値解の双方で、
漸近極限 Φ(Y) = Y − Y−3 (R→ ∞)に対する補正の蒸着
時間依存性 X − Φ(Y) ∼ (R1/3θ)−3/4 が見い出された。ま
た、R1/3θ ≥ 400において数値解と解析解の一致は良い。
R1/3θ < 400における不一致は、積分 I を αで展開して
評価することによって改善した。

付録 A 還元速度方程式とスケーリング
第 2章で導入した ρ1 と ρの具体的な関数形を得るた
めに、Amar らによる従来の研究 [7] で得られている下
記の速度方程式、

d
dθ

N1 = 1 − R
N1

l2
, (A.1)

d
dθ

N =
R
2

N1

l21
. (A.2)

を採用する。なお、第 2章「次元解析」で考察したよう
に、基板上にあるモノマーや島に入射モノマーが直接付
着する過程を無視している。ここで、

l1 =
1
2

(
R
N1

)1/4
, (A.3)

l = l1

���
1 − tanh B

⟨
Y3⟩ 1

2

B
⟨
Y3⟩ 1

2

, (A.4)

B = (2Nl1)−1, (A.5)

である。
⟨
Y3
⟩
は Y の三乗平均であり、

⟨
Y3
⟩
≑ 1.6 であ

る [6, 7]。また中間変数である l1 と l に関する関係式
(A.3)と (A.4)は、Amarら [7]によって得られた関係を
用いた。特に式 (A.4) は、θ → 0 の時の極限 l ≃ l1 [7]
と、θ → ∞ の極限 l ≃

√⟨
Y3⟩ /12N−1 [6] を内挿した式

になっている。
式 (23)と (24)を速度方程式に代入すると、

ρ̇1 = 1 − ρ1

η2 , (A.6)

ρ̇ =
1
2
ρ1

η2
1

, (A.7)

η1 =
1
2

(ρ1)−1/4, (A.8)

η = η1

���
1 − tanh B

⟨
Y3⟩ 1

2

B
⟨
Y3⟩ 1

2

, (A.9)

B = (2ρη1)−1, (A.10)

となる。 ここで ḟ � d f /d(R1/3θ) = d f /dT である。ま
た、η1，η は R1/3θ の関数であり、それぞれ、無次元化
した核生成の長さと捕獲長である。結局、独立変数が
T � R1/3θ である無次元化した密度 ρ1 と ρ の速度方程
式 (A.6)と (A.7)が得られた。
式 (A.6)−(A.9) の数値解として得た ρ1 と ρ を、さき

ほど示した KMC の結果である図 1 と比較しよう。3
通りの R についてプロットした KMC の結果 (記号◯、
×、△)と、速度方程式の数値解 ρ1(実線)と ρ(破線)の
曲線との一致は良い。このことから、速度方程式 (A.6)
- (A.9)から得た ρ1 と ρは KMCの結果を説明している
と結論した。
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ϕY ≥ QY であることが解る。したがって、Φ̃α の第一項
で入れ替え QY → ϕY を行うと、入れ換える前と後の関
係は、Y

ℓ
(1−QY ) tanh ℓ > Y

ℓ
(1− ϕY ) tanh ℓである。結局、

この入れ替えは式 (40)の減少を招くので、Φ̃α に関する
近似の改善が期待できる。そこで QY を ϕY に戻すと、

X ≃ Φ̃α

=
Y
ℓ

(1 − ϕY ) tanh ℓ

− αY
ℓ

[
(1 − ϕY ) + ϕY ln ϕY

]
m (ℓ) , (41)

m(ℓ) � tanh ℓ − ℓ(1 − tanh2 ℓ)

が得られる。この結果をプロットしたものが図 6の破線
である。T = 100 において数値計算結果 (シンボル) と
Φ̃α の差は減少し、T ≥ 400 と同程度に両者を一致させ
ることができた。
ここで Φ̃ℓ を導出した際の 3つの仮定について吟味し

よう。T = 100のとき、もしくは厳しく見ると T < 400
のときには ℓ ≪ 1の仮定は満されない。また、Φ̃α でお
こなった議論により、おなじ時間領域で ϕY ≃ Y−4 も満
されない。然しながら、第一の仮定である「X の被積分
関数は、積分領域内において捕獲期間の関数形によって
表すことができる」は満されている。なぜなら ϕY の数
値解を用いた Φ̃α が T ≥ 100 において数値解と良い一
致を示しているからである。この第一の仮定はスケー
ルされた局所累積サイズに関する積分 (33) を導出する
ために行なった仮定だった。このことから、少くとも
T ≥ 100では第一の仮定が成立し、積分 (33)は X の良
い近似になる。したがって、積分の評価方法を工夫する
ことで近似的解析解の精度改善が期待できる。例えば部
分積分を使用した漸近展開は系統的に精度を改善できる
[13]。

6 まとめ
本報文ではスケールした局所累積サイズ X = xy/sav

がスケールされたギャップ長 Y と蒸着時間 R1/3θ の 2
変数関数として表現されることを次元解析によって確
認し、R → ∞と θ → ∞によって xy が同じ極限に導か
れることを示した。更に R → ∞において漸近解析を行
い、X ≃ I � 1/B

∫ 1
ϕY

uα tanh (YBu−α) duが見い出された。
ここで Bは R1/3θのみで表わせる単調減少関数、αは核
生成の長さに関する動的指数である。I の被積分関数を
YBuで展開して項別積分した近似解と数値解の双方で、
漸近極限 Φ(Y) = Y − Y−3 (R→ ∞)に対する補正の蒸着
時間依存性 X − Φ(Y) ∼ (R1/3θ)−3/4 が見い出された。ま
た、R1/3θ ≥ 400において数値解と解析解の一致は良い。
R1/3θ < 400における不一致は、積分 I を αで展開して
評価することによって改善した。

付録 A 還元速度方程式とスケーリング
第 2章で導入した ρ1 と ρの具体的な関数形を得るた
めに、Amar らによる従来の研究 [7] で得られている下
記の速度方程式、

d
dθ

N1 = 1 − R
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, (A.1)
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l21
. (A.2)

を採用する。なお、第 2章「次元解析」で考察したよう
に、基板上にあるモノマーや島に入射モノマーが直接付
着する過程を無視している。ここで、
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である。
⟨
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は Y の三乗平均であり、

⟨
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⟩
≑ 1.6 であ

る [6, 7]。また中間変数である l1 と l に関する関係式
(A.3)と (A.4)は、Amarら [7]によって得られた関係を
用いた。特に式 (A.4) は、θ → 0 の時の極限 l ≃ l1 [7]
と、θ → ∞ の極限 l ≃

√⟨
Y3⟩ /12N−1 [6] を内挿した式

になっている。
式 (23)と (24)を速度方程式に代入すると、
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ρ̇ =
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2
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となる。 ここで ḟ � d f /d(R1/3θ) = d f /dT である。ま
た、η1，η は R1/3θ の関数であり、それぞれ、無次元化
した核生成の長さと捕獲長である。結局、独立変数が
T � R1/3θ である無次元化した密度 ρ1 と ρ の速度方程
式 (A.6)と (A.7)が得られた。
式 (A.6)−(A.9) の数値解として得た ρ1 と ρ を、さき

ほど示した KMC の結果である図 1 と比較しよう。3
通りの R についてプロットした KMC の結果 (記号◯、
×、△)と、速度方程式の数値解 ρ1(実線)と ρ(破線)の
曲線との一致は良い。このことから、速度方程式 (A.6)
- (A.9)から得た ρ1 と ρは KMCの結果を説明している
と結論した。

9

A.1 スケーリング則
T ≫ 1のとき、ρ1 と ρの漸近解を求めよう。図 1に
よると両対数プロットで直線になっているので、T に関
するべき乗で表わせる。そこで、下記のように諸量が T

に関するべき乗で表わせるとする。

ρ1 ≈ T−r, (A.11)

ρ ≈ T q, (A.12)

η1 ≈ Tα, (A.13)

η ≈ T−αη . (A.14)

なお、「極限における右辺の漸近解は左辺と同じ次元を
もつが、1のオーダーの無次元定数を無視している」関係
を「≈」によって表わしている。T → ∞の極限で B→ 0
であることに注意すると、式 (A.9)は、

η ≃
√⟨

Y3⟩
12
ρ−1 (A.15)

である。速度方程式 (A.6)、(A.7)と中間変数の式 (A.8)、
(A.15) にこれらの式を代入する。T ≫ 1 で |ρ̇1| ≪
1, ρ1/η

2に注意すると、式 (A.6)は定常近似 0 ≃ 1−ρ1/η
2

になるので、動的指数 r、q、α、αη は、

r =
1
2
, (A.16)

q =
1
4
, (A.17)

α =
r
4
=

1
8
, (A.18)

αη =
r
2
=

1
4
. (A.19)

さて、 Blackmanと Mulheran [6]や、Amarら [7]に
よって得られているモノマー密度と島密度のスケーリン
グ則は、θ ≫ θx ≈ R−1/3 の極限で、それぞれ、

N1 ≈ R−1/2θ−1/2, (A.20)

N ≈ R−1/4θ1/4 (A.21)

である。これらの式と、式 (23)、(24)より、

R1/3N1 ≈ R1/3R−1/2θ−1/2 = (R−1/6θ−1/2) = T−1/2, (A.22)

R1/3N ≈ R1/3R−1/4θ1/4 = (R1/12θ1/4) = T 1/4. (A.23)

したがって、文献 [6, 7]によって得られた N1、Nを R−1/3

でスケールしたものと、本項で求めた無次元量に対する
スケーリング則 (A.11)、(A.12)は、Rに関する指数も含
めて一致する。

付録 B 核形成時刻 Ty とそのスケーリング
蒸着開始を θ = 0 としたとき、ギャップ長 y を持っ
た核形成が生じる被覆率を θy とする。この θy は平均
ギャップ長 yav(θ)を用いて、

y = yav(θy) (B.1)

で定義される。つまり、平均ギャップ長が y であるよ
うな核生成が生じる被覆率として θy は定義される。
yav(θ) = 1/N(θ) = R1/3/ρ(R1/3θ)から、

y/R1/3 = 1/ρ(Ty), (B.2)

Ty � R1/3θy.

また、y = yavY = R1/3Y/ρ(T )を式 (B.2)に代入し、Y に
ついて解くと、

Y = ρ(T )/ρ(Ty) (B.3)

を得る。この式から、Y = 1の時 Ty = T、Y → ∞の時
Ty → 0を得る。また Ty ≤ T であるので、0 ≤ Ty ≤ T が
Ty の範囲になる。
スケーリング則 (A.12)と文献 [7]から ρは、

ρ ≃


C−T 5/2 (T ≪ 1)
C+T 1/4 (T ≫ 1)

(B.4)

と表わすことができる。ここでC− := limT→0
ρ(T )
T 5/2、C+ :=

limT→∞
ρ(T )
T 1/4 である。この関係式を (B.3)に代入し、T を

固定して Ty の変化について調べると、

Y = ρ(T )/ρ(Ty) ≃

ρ(T )/(C−T 5/2

y ) (Ty ≪ 1)
ρ(T )/(C+T 1/4

y ) (Ty ≫ 1)
(B.5)

となる。Ty について解くと、

Ty ≃

[
ρ(T )/(C+Y)

]4 (Ty ≫ 1)[
ρ(T )/(C−Y)

]2/5 (Ty ≪ 1)
(B.6)

になる。T を捕獲期間、すなわち、T ≫ 1 にとると
ρ(T ) ≃ C+T 1/4 になり、

Ty ≃


TY−4 (Ty ≫ 1)(
C+
C−

)2/5
T 1/10Y−2/5 (Ty ≪ 1)

(B.7)

を得る。この Ty を T でスケールすると、

Ty/T = ϕY ≃


Y−4 (ϕY ≫ 1/T )(
C+
C−

)2/5
T−9/10Y−2/5 (ϕY ≪ 1/T )

(B.8)

になる。この式の条件を Y で書くと、

ϕY ≃


Y−4 (Y ≪ T 1/4)(
C+
C−

)2/5
T−9/10Y−2/5 (Y ≫ T 1/4)

(B.9)

になる。
図 6に数値計算によって求めた ϕY = Ty/T 対 Y のプ
ロットを示す。異った T に対応するシンボルは図 2 と
同じである。T が大きくなるほど ϕY = Y−4 に一致する
Y の範囲が広くなっていくのが解る。また、Y が大きい
ところで ϕY の傾きが緩やかになり、式 (B.9) と定性的
に一致する。
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Fig.6 Scaled nucleation time Ty/T versus Y for six de-
position times (symbols are same as these in Fig.2).
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