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Orbital magnetization of three-dimensional
Dirac electrons in the quantum limit

Shogo Kawamura

Abstract

The dependence of magnetization of three-dimensional Dirac electrons in the quantum

limit on the magnetic field and temperature was studied. The magnetization was cal-

culated by differentiating the free energy with respect to the magnetic field. The field

and temperature dependence of the chemical potential were entirely considered under

the canonical ensemble condition. The total magnetizationM consisted of two contribu-

tions from the conductionMc and valenceMv bands. Mv was insensitive to temperature

and exhibited sub-linear field dependence, which is consistent with the previous research

on Dirac electrons. By contrast, Mc was sensitive to both temperature and magnetic

field, yielding a non-trivial contribution to the total M . As a result, at low tempera-

tures M exhibited sub-linear field dependence, whereas M exhibited super-linear field

dependence at high temperatures.



量子極限における固体中ディラック電子の
軌道磁化

河村　省吾

概要

軌道磁化は磁場中においてローレンツ力を受けた電子が作る反磁性電流に起因する．この

軌道磁化を弱磁場において量子力学を用いて最初に説明したのがランダウであり，ランダウ

反磁性として知られている．これにより一般的に反磁性磁化は磁場に対して linearに依存す

ると考えられている．

弱磁場での反磁性理論の研究はランダウの反磁性磁化の理論の後，パイエルスによって周

期ポテンシャル中の電子の議論に拡張され，LP公式が導かれた．これにより多くの物質の

反磁性が説明された．しかし，固体中にディラック電子が実現しているとされる，歴史的に

最初に反磁性が発見されたビスマスの反磁性は説明できなかった．その原因は，LP公式で

はのちにそれがバンド間磁場効果と関係があると分かる，ハミルトニアンの非対角項を無視

するという近似をしていたためであった．1970年に Fukuyamaと Kuboは固体中ディラッ

ク電子を記述する模型においてバンド間磁場効果を厳密に取り入れた理論を完成させ，弱磁

場におけるディラック電子の反磁性は解明されることとなった．しかし，量子極限のような

強磁場でのディラック電子の反磁性は完全には理解されていない．量子極限はキャリアが感

じるサイクロトロンエネルギーが系の化学ポテンシャルよりも高くなり，全てのキャリアが

最低ランダウ準位だけを占有した状態を言う．３次元ディラック電子の場合，磁場によりラ

ンダウ分裂したエネルギー準位の最低準位のみ一方向のみのスピン状態をもち，かつその準

位のみ磁場の大きさに依存しない．そして最低ランダウ準位以外は２重縮退が残り，各準位

とそれらの間隔が磁場の大きさに依存する．この様に，３次元ディラック電子の最低ランダ



ウ準位は単一スピン状態しかないので，３次元ディラック電子は量子極限に至ると伝導帯の

キャリアが全て同じスピン状態を持つことになる．つまり，一種の強磁性状態になると予想

される．弱磁場における３次元ディラック電子の磁化M は，M < 0であることが分かって

いる．しかし，系が量子極限になり単一スピン状態になったとき，M < 0を保つのか，それ

ともM > 0になるのかは理論的に分かっていない．

近年の理論研究で絶対零度において３次元ディラック電子の価電子帯寄与の反磁性磁化は

sub-linear になることが報告された．また実験では 1.3K の低温において量子極限における

ビスマスの磁化が反磁性を示し，sub-linearの磁場依存性となることが示された．理論では

伝導帯寄与は考慮されておらず理論的に量子極限でのディラック電子の磁化の磁場依存性が

議論されていない．そして，理論でも実験でも高温においても磁化が sub-linearの磁場依存

性を保つかは謎のままである．

我々は伝導帯寄与も考慮し，量子極限そして有限温度においても３次元ディラック電子の

軌道磁化が sub-linearの磁場依存性を保つかを明らかにするために，磁化の磁場および温度

依存性を評価した．その際，カノニカル条件下であっても従来では無視されていた化学ポテ

ンシャルの磁場依存性も考慮した．従来の理論では，電子系が正準集団に属するときにも化

学ポテンシャルの磁場依存性はないものとして計算されていた．確かに３次元電子系の化学

ポテンシャルは弱磁場では磁場に依存しないとみなせるが，量子極限においては化学ポテン

シャルの磁場依存性はもはや一定とはみなすことはできない．量子極限の様な強磁場領域に

おける磁化を計算するには，系の化学ポテンシャルの磁場依存性を考慮する必要があること

は容易に推察できる．

本研究では，等温，等積，等密度というカノニカル条件下の電子系を考える．まず，基本

的な電子系である自由電子に着目しその磁化を求めた．これによりカノニカル条件下におい

て量子極限における物理量を計算する際には従来の研究では無視されていた化学ポテンシャ

ルの磁場と温度依存性を考慮すべきこと明らかにした．その後，３次元ディラック電子の磁

化の磁場依存性を求めた．その結果，自由電子の磁化は，化学ポテンシャルの磁場と温度依

存性を考慮する場合は有限の値に近づくが，考慮しない場合は量子極限で消失することが分

かった．ディラック電子の場合，M ∝ −Bφ と分類される磁化の磁場依存性は，温度によっ
て変化することが分かった．低温では，φ ≃ 0.7 − 0.8の sub-linearの磁場依存性が観察さ

れ，従来のディラック電子の研究結果と一致した．高温では，φ > 1の super-linearの磁場

依存性が観察された．この φの定性的な変化は，伝導帯寄与の非単調な磁場依存性，ひいて

は化学ポテンシャルの磁場および温度依存性に関連していることが明らかとなった.
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第 1章

序論: 背景

1.1 ディラック電子と反磁性
近年，トポロジカル絶縁体，トポロジカル半金属など，ディラック電子系物質の物性が注

目を集めている [1–5]．量子ホール効果 [6–11]，量子スピンホール効果 [1, 12]，量子異常ホー

ル効果 [13–16]，プレーナーホール効果 [17, 18]，線形磁気抵抗，非飽和磁気抵抗 [19]，高易

動度 [20]，反磁性 [21–25]など多岐に渡る．それらはいずれもディラック電子の特異なバン

ド構造に由来しているとされ，電子状態との関係が盛んに議論され研究が進んでいる．

中でも反磁性とディラック電子の歴史は長い．反磁性は 1778 年に Brugmans によって

ビスマスにおいて初めて発見され，1845 年に Faraday によって現象の研究が進められた

[26–28]．弱磁場領域の反磁性の解明は多くの理論家によってなされた．最初にランダウが自

由電子模型において軌道反磁性を説明し [29]，その後パイエルスによって周期ポテンシャル

中の電子の議論に拡張された [30]．この LP 公式 (Landau-Peierls 公式) によって，多くの

反磁性磁化は説明できたものの，一番初めに実験で発見されたビスマスの反磁性は説明でき

なかった．その原因は，LP 公式はのちにそれがバンド間磁場効果と関係があると分かる，

ハミルトニアンの非対角項を無視するという近似をしていたことだった．ビスマスはバンド

構造として L 点にディラック電子を持っており [31]，バンド間磁場効果がとても大きい物

質である．このため，ビスマスの反磁性を説明するには LP 公式は適さなかった．その後，

Adams[32]が理論でバンド間磁場効果の重要性を指摘し，バンド間磁場効果を厳密に取り入

れた理論が Hebborn-Sondheimerなどによって考えられた [33–38]．しかし，これらの公式

は実際の物質に適用するには難しかった．1970年に Fukuyamaと KuboはWolff模型 [39]

においてバンド間磁場効果を厳密に取り入れた理論を完成させ [40]，ランダウの反磁性理論

から 40年かかったビスマスの弱磁場領域での反磁性の謎は解き明かされた．このようにビ

スマスで最初に発見された反磁性は一般にはバンド間磁場効果が大きいとされるディラック

電子の性質に起因していた．
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1.2 ビスマスの電子構造
ハミルトニアンの非対角項を無視するという近似を用いた LP公式では求められないビス

マスの反磁性はその特異な電子構造に起因していた．このように特異な電子構造が故に，結

果的に様々な現象が観測されやすく，反磁性以外にもビスマスで歴史上初めて発見された

現象が多く存在する (表 1.2.1)．ビスマスの電子構造は Shoenberg,Uddin[48, 49] の実験と

西暦 発見された現象

1778 反磁性 [26–28]

1821 ゼーベック効果 [41]

1886 ネルンスト効果 [42]

1928 線形磁気抵抗効果 [43]

1930 シュブニコフ=ド・ハース効果 [44]

1930 ド・ハース=アルフェン効果 [45]

1955 金属中のサイクロトロン共鳴 [46]

1963 磁気歪み振動 [47]

　

表 1.2.1: ビスマスにおいて歴史上初めて発見された現象 ([28]を参考にし作成)

Jones[50, 51]の理論研究を皮切りにスタートし，バンド構造の理論計算 [52–54]，キャリア

の符号 [55]，全キャリア数 [56]，フェルミ面ごとのキャリア数 [49, 55, 57, 58]，電子面 [59]，

L 点におけるバンドギャップの大きさ [60–63] など様々な議論を経て 1970 年代頃にはおお

よそ正確な理解が得られた [64]．

V 族半金属であるヒ素，アンチモン，ビスマスは全て菱面体構造を形成する．V 族半金属

は単位胞には 2 つの原子を有し，それぞれの原子あたり 5 つの価電子構造 (s2p3) が存在す

る．エネルギーの大きさは，結合-s状態，反結合-s状態，結合-p状態，反結合-p状態の順に

高い．V 族の場合は s電子と p電子のエネルギーの乖離がが大きい．その結果，結晶化する

ときは s2 電子は寄与せず p3 のみで 3価を示すことになる．この 3つの pボンドが 6個の隣

接原子を結びつけることで sc(2 つの fcc が組み合わさったもの) が安定な結晶構造になる．

さらにここで一方の fccに属する格子点を単位胞の対角線方向 [111]にわずかにずらす変位

を加わることで，sc格子ではなく菱面体構造を形成することになる．この加える変位の大き

さは頂角 αを使用する．それぞれの結晶構造定数はヒ素 (a=4.13,α = 54.1◦,u = 0.226)，ア

ンチモン (a=4.51,α = 57.1◦,u = 0.233)，ビスマス (a=4.75,α = 57.2◦,u = 0.237)である．

変位を加わることで，ブリルアンゾーン内で fcc の L 点の対称性が低下し，結果として，3

回対称軸を持った 2つの T点と 4つの L点が出現する [64, 65]．

このように，ビスマスにおけるこの微細な変位が L点におけるバンドギャップの形成に寄

与し，高い易動度と極めて小さい有効質量を引き起こす．ビスマスの L点でのバンドギャッ

プは約 14meV[60–63] と非常に小さくディラック電子が実現しているとされている．また，

ビスマス原子のスピン軌道結合は 1.7eVであり [66]，ビスマスの特徴の一つである．このよ
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図 1.3.1: 3 次元ディラック電子の量子極限．量子極限はキャリアが感じるサイクロトロンエネルギー

が系の化学ポテンシャルよりも高くなり，全てのキャリアが最低ランダウ準位だけを占有した状態のこ

と．量子極限に入る磁場は最低ランダウ準位より一つ上位のランダウ準位のバンド端と化学ポテンシャ

ルが接するときの磁場である．量子極限では化学ポテンシャルは最低ランダウ準位のみと交点を持つ．

量子極限は物理用語であり，普通の意味での極限ではない．

うにビスマスでは結晶構造と電子構造の相互作用により特異な性質が引き起こされ，結果と

してトポロジカルな性質や他の興味深い現象を示す物質となっている．

1.3 強磁場領域におけるディラック電子の磁化
弱磁場領域でのディラック電子の反磁性は解明されたものの [21–25]，強磁場領域,特に量

子極限におけるディラック電子の反磁性は，弱磁場領域ほど理解されていない．量子極限は

キャリアが感じるサイクロトロンエネルギーが系の化学ポテンシャルよりも高くなり，全て

のキャリアが最低ランダウ準位だけを占有した状態を言う (図 1.3.1)．ビスマスで実現され

るとされる 3次元ディラック電子の場合，磁場によりランダウ分裂エネルギー準位の最低ラ

ンダウ準位のみ一方向のスピンの状態だけをもち，かつその準位のみ磁場の大きさに依存し

ない．そして最低ランダウ準位以外は２重縮退が残り，各準位とそれらの間隔が磁場の大き

さに依存する．この様に，3次元ディラック電子の最低ランダウ準位は単一スピン状態しか

ないので，３次元ディラック電子は量子極限に至ると伝導帯のキャリアが全て同じスピン状

態を持つことになる．つまり，一種の強磁性状態になると予想される．0磁場における３次

元ディラック電子の磁化 M は，M < 0 であることが分かっている [40]．しかし，系が量

子極限になり単一スピン状態になったとき，M < 0 を保つのか，それともM > 0 になる

のかは理論的に分かっていない．このように単一スピン状態の物性はあまりにも知られてい

ない．

近年では，３次元ディラック電子を含むトポロジカル物質の強磁場中の磁化の研究が進ん

でいる．２次元ワイル電子であるグラフェン [67, 68] や３次元ワイル電子である TaAs[69]
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やグラファイト [70]は強磁場 B で磁化M がM ∝ −Bd(d < 1)となって，sub-linearの磁

場依存性を持つことが実験や理論によって示された．

３次元ディラック電子に関する強磁場における実験はKapitza [43]により始まった．2019

年には，量子極限におけるビスマスの磁化は反磁性を示し，sub-linearとなることが実験で

示された [71]．３次元ディラック電子の磁化が sub-linearの磁場依存を持つことは，ハミル

トニアンが 2×2であるギャップのある３次元ワイル電子を用いた計算 [69]や量子電磁気学

を用いた磁化の価電子帯寄与の計算 [72]によって理論的にも研究されている．しかし，彼ら

の理論は絶対零度における理論であり，有限温度における説明はされていない．また，３次

元ディラック電子の模型は 4×4のハミルトニアン [39]を用いることが適切である．

３次元ディラック電子系である Bi[31]，PbTe[73–76] では，弱磁場において，温度の上

昇に伴って反磁性が小さくなることが観測されている [75, 77]．3 次元ワイル電子系の

Cd3As2[78]においても同様の反磁性の温度依存性が観測された [79]．また，２次元ワイル電

子であるグラフェンでは，化学ポテンシャルがワイル点に固定されている場合，弱磁場/高温

極限でも強磁場/低温極限でも，温度の上昇に伴って反磁性が小さくなることが理論的に示

された [68]．しかし，本来，化学ポテンシャルは温度と磁場の関数である．弱磁場において

は，化学ポテンシャルは温度に依存しないとみなせるが，量子極限では化学ポテンシャルは

温度に依存する．化学ポテンシャルが温度と磁場に依存するとき，量子極限において反磁性

の温度依存性はどうなるのだろうか．

また，磁化の磁場依存性の計算においても，従来の理論 [80, 81]では，電子系が正準集団

に属するときにも化学ポテンシャルの磁場依存性はないものとして計算されていた．確かに

３次元電子系の化学ポテンシャルは弱磁場では磁場に依存しないとみなせるが，量子極限に

おいては化学ポテンシャルの磁場依存性は無視できない．このことは Zhang らによっても

指摘された [69]．量子極限の様な強磁場領域における磁化を計算するには，系の化学ポテン

シャルの磁場依存性を考慮する必要があることは容易に推察できる．

本論文の構成
本論文の構成は次の通りである．第 2章では，本論文の計算を進める上での背景となる理

論を記載する．電子系に磁場を印加するときの基本事項であるランダウ量子化，ランダウ縮

重度をさらい，弱磁場領域での反磁性磁化率の基本公式であるランダウ反磁性，半古典論を

用いた強磁場領域における磁化の理論，Fukuyama 公式を用いた 0 磁場におけるディラッ

ク電子の磁化率を説明する．第 3章において，まず３章および４章で扱う計算の概要を簡単

に説明する．その後，自由電子の磁化の温度および磁場依存性の計算結果を示す．ここでは

化学ポテンシャル µの磁場 B と温度 T 依存性が特に量子極限で磁化M に重要な役割を果

たすことを示し，しばしば見過ごされている µ(B, T )の重要性を説明する．その後，第 4章

において本題であるディラック電子の磁化の温度および磁場依存性についての計算結果を示

す．第 5章では自由電子とディラック電子の磁化についての議論をする．強磁場極限での自

由電子の磁化の飽和値，ディラック電子の磁化の磁場および温度の依存性，従来理論との比

較を行う．第 6章を本論文全体の総括とした．
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第 2章

理論

2.1 ランダウ量子化
磁場による量子化はランダウ量子化と呼ばれる．この章では主に文献 [82]を参考にした．

磁場中の自由電子のハミルトニアン H を考えて，そのエネルギー固有値と波動関数を求め
る．求めたエネルギー固有値が磁場によって離散化することを示す．周期境界条件を持つ

Lx，Ly，Lz の箱に閉じ込められた自由電子系を考える．磁場を B として，これに対応する

ベクトルポテンシャルをAとする．簡単のためスピンは無視する．このとき，磁場中の自由

電子のハミルトニアンHは次で与えられる．

H =
1

2me
(−iℏ∇+ eA)

2
(2.1.1)

この固有方程式は次である．

1

2me
(−iℏ∇+ eA)

2
ψ(r) = εψ(r) (2.1.2)

ここでは，A = (0, Bx, 0)とランダウゲージを採用して計算する．するとHは，

H =
1

2me

[
p2x + (py + eBx)

2
+ p2z

]
(2.1.3)

= − ℏ2

2me

∂2

∂x2
− ℏ2

2me

(
∂

∂y
+ i

eB

ℏ
x

)2

− ℏ2

2me

∂2

∂z2
(2.1.4)

となる．今回はランダウゲージA = (0, Bx, 0)を採用していることから，任意の並行移動に

対して y と z 方向の運動量成分は保存する．つまり，

ṗy =
i

ℏ
[H, py] = 0, ṗz =

i

ℏ
[H, pz] = 0 (2.1.5)

を満たす．このとき，波動関数は

ψ(x, y, z) = u(x)eikyyeikzz (2.1.6)

のように変数分離形でかける．これを (2.1.2)式に挿入すると，u(x)は次の方程式を満たす．

− ℏ2

2me

d2u(x)

dx2
+

ℏ2

2me

(
ky +

eB

ℏ
x

)2

u(x) +
ℏ2k2z
2me

u(x) = εu(x) (2.1.7)
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ωc =
eB
me
は自由電子のサイクロトロン振動数である．これと

x0 = − ℏ
eB

ky = − ℏ
meωc

ky (2.1.8)

を導入すると，u(x)の方程式は，

− ℏ2

2me

d2u(x)

dx2
+

1

2
meω

2
c (x− x0)

2
u(x) =

(
ε− ℏ2k2z

2me

)
u(x) (2.1.9)

となる．これは，x0 を振動中心とした調和振動子のシュレーディンガー方程式である．よっ

て，この固有関数はエルミート多項式 Hn でかける．

ここで，1次元の調和振動子について復習する [83]．調和振動子とは固定点にばねで結ば

れて，釣り合いの点からの変位に比例した力で引き戻される質点である．その質点の釣り合

い点からの変位を x，運動量を p = −iℏ ∂
∂x とすると，この質点のハミルトニアンは Ĥ は，

Ĥ = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+

1

2
mω2x2 (2.1.10)

である．これは，次のように因数分解とお釣りで書ける．

Ĥ = ℏω

(√
mω

2ℏ
x̂− i

√
1

2mℏω
p̂

)(√
mω

2ℏ
x̂+ i

√
1

2mℏω
p̂

)
+

1

2
ℏω (2.1.11)

さらにこれは，

a† =

√
mω

2ℏ
x̂− i

√
1

2mℏω
p̂ (2.1.12)

a =

√
mω

2ℏ
x̂+ i

√
1

2mℏω
p̂ (2.1.13)

で定めれある，
[
a, a†

]
= 1の交換関係が成り立つ生成消滅演算子 a† と aによって，

Ĥ =

(
a†a+

1

2

)
ℏω (2.1.14)

とかける．この固有方程式は

Ĥϕ(x) = Eϕ(x) (2.1.15)

であるが，

a†aϕ(x) = λϕ(x) (2.1.16)

というように，a†aの固有値 λが分かれば，Ĥ の固有値 E は，

E =

(
λ+

1

2

)
ℏω (2.1.17)

である．a† と aはその名の通り，それを状態 ϕ(x)に作用させると，a†aの固有値が次のよ

うに一つ大きくなる，もしくは一つ小さくなる．

(a†a)a†ϕ(x) = (λ+ 1)a†ϕ(x) (2.1.18)

(a†a)aϕ(x) = (λ− 1)aϕ(x) (2.1.19)



2.1 ランダウ量子化 7

ここで，a†aの固有値 λに下限が存在することに注意する．なぜなら，(2.1.16)式の両辺と

ϕ(x)の内積を取ると，⟨aϕ(x), aϕ(x)⟩ = λ ⟨ϕ(x), ϕ(x)⟩ となる．自己内積は 0以上であるの

で，λ ≥ 0 である．この下限 0 を固有値 λ0 として，この固有値に属する固有関数を ϕ0(x)

と定める．まず，この ϕ0(x)を求める．ϕ0(x)は，

aϕ0(x) = 0 (2.1.20)

であるので，これを展開すると， ∂
∂xϕ0(x) = −mω

ℏ xϕ0(x)となる．これは変数分離で簡単に

ϕ0(x)について求められて，ϕ0(x)の規格化因子を N0 とすると，

ϕ0(x) = N0 exp
(
−mω

2ℏ
x2
)

(2.1.21)

とかける．N0 は
∫∞
−∞ |ϕ0(x)|2 dx = 1をガウス積分を用いて解いて，N0 =

(
mw
πℏ
) 1

4 となる．

結果的に，最低準位 n = 0の場合の固有値と固有関数は，

λ0 = 0 (2.1.22)

ϕ0(x) =
(mw
πℏ

) 1
4

exp
(
−mω

2ℏ
x2
)

(2.1.23)

である．当然，a†aϕ0(x) = λ0ϕ0(x) である．次に固有値 λn = n に属する固有関数 ϕn(x)

を求める．a† は ϕ(x) の固有値を一つ大きくするので，ϕn(x) は ϕ0(x) から固有値を n 回

大きくした固有値 nに属する固有関数である．よって，ϕn(x)の規格化因子 Nn を用いて，

ϕn(x)は次のように書ける．

ϕn(x) = Nn(a
†)nϕ0(x) (2.1.24)

N0 を求める．まず，⟨ϕn(x), ϕn(x)⟩を考える．ϕn(x) = Nn
(
a†
)n
ϕ0(x) =

Nn
Nn−1

a†ϕn−1(x)

であるので，

⟨ϕn(x), ϕn(x)⟩ =
∣∣∣∣ NnNn−1

∣∣∣∣2 n ⟨ϕn−1, ϕn−1⟩ (2.1.25)

ここで，任意の nで ⟨ϕn(x), ϕn(x)⟩ = 1であるので，n
∣∣∣ Nn
Nn−1

∣∣∣2 = 1となる．さらにN0 = 1

が成り立つので，Nn = 1√
n!
となる．結果的に，最低 nの場合の固有値と固有関数は，

λn = n (2.1.26)

ϕn(x) =
1√
n!
(a†)nϕ0(x) (2.1.27)

である．当然，a†aϕn(x) = λnϕn(x)である．以上より，ハミルトニアンは Ĥ について，

Ĥϕn(x) = Enϕn(x) (2.1.28)

En =

(
n+

1

2

)
ℏω (2.1.29)

と求まった．ϕn(x)はエルミート多項式で書ける．αを α =
√

mω
ℏ とおく．この逆数は磁気

長 l0である．さらにαx = ξとする．このとき，任意の関数 f(ξ)について，e
ξ2

2
∂
∂ξ e

−ξ2
2 f(ξ) =
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−
(
ξ − ∂

∂ξ

)
f(ξ)が成り立つので，生成演算子 a† は次のように変形できる．

a† =
1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
(2.1.30)

=
−1√
2
e
ξ2

2
∂

∂ξ
e

−ξ2
2 (2.1.31)

よって，ϕ0(x)と ϕn(x)は，

ϕ0(x) = α
1
2π−1/4 exp

(
−1

2
ξ2
)

(2.1.32)

ϕn(x) =
α

1
2π−1/4

√
n!2n

e
−ξ2
2 eξ

2

(
− ∂

∂ξ

)n
e−ξ

2

(2.1.33)

=

√
α

n!2n
π−1/4e

−ξ2
2 Hn(ξ) (2.1.34)

と書ける．ただし，Hn(ξ) = eξ
2
(
− ∂
∂ξ

)n
e−ξ

2

とおいた．これがエルミート多項式である．

Hn(ξ)は次の関係式が成り立つことが知られている．

H ′′
n(ξ)− 2ξH ′

n(ξ) + 2nHn(ξ) = 0 (2.1.35)

この関係式と (2.1.9)式の対応から ϕn(x)に当たる un(x)を求めることも可能である [84]．

以上より，(2.1.34)式に α =
√

meωc
ℏ = l0

−1，ξ = α(x− x0)を代入すると，

un(x) =
1

π1/4l
1/2
0

√
2nn!

Hn

(
x− x0
l0

)
e−(x−x0)

2/2l20 (2.1.36)

となることが分かる．磁気長 l0 は半古典的には，エネルギー
ℏωc
2 の電子が実空間で円運動す

るときの軌道半径に対応する．磁場換算すると，l0 = 25.66 nm√
B[T ]

であり，原子距離よりはるか

に大きな値になる．un(x)の属する固有値は (2.1.29)式より，次のようになる．(
n+

1

2

)
ℏω = ε− ℏ2k2z

2me
(2.1.37)

ゆえにHのエネルギー固有値 εは

ε =

(
n+

1

2

)
ℏω +

ℏ2k2z
2me

(2.1.38)

と求まった．磁場に並行な成分は磁場に依存せず，磁場に垂直な成分は磁場に依存すること

を示している．また，磁場によって H のエネルギー準位が離散化していることを表してい
る．これがランダウ量子化である．このエネルギーの量子化を 2次元の調和振動子として解

く別の方法もある [82]．

2.2 ランダウ縮重度
ランダウ縮重度とは，磁場に垂直な平面内で運動する粒子の状態の縮退数をいう．ランダ

ウ縮重度 Np は結論から言うと次のように書ける．

Np =
eB

2πℏ
LxLy =

LxLy
2πl20

=
B

Φ∗
0

LxLy (2.2.1)
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ここで Φ∗
0 は Φ∗

0 = 2πℏ/e = h/eを満たす磁束量子である．つまり，ランダウ縮重度 Np は，

磁気長で l0 で表現すると試料 LxLy 中で軌道半径が l0 である軌道の数であり，磁束で言う

と試料 LxLy の磁束 BLxLy 中の磁束量子 Φ∗
0 の数である．波動関数 (2.1.6)式を見ると状態

は n，ky，kz で特徴付けらる可能性があることが分かるが，H のエネルギー固有値は nと

kz のみにしか依存していない．つまり ky について縮退していることが分かる．よって，ラ

ンダウ縮重度 Np は次のように波動関数 (2.1.6)式の量子数 ky の取り得る状態数を数えるこ

とで求めることができる．(2.1.8)式より

x0 = − ℏ
meωc

ky = −l20ky (2.2.2)

である．(2.1.9)式で表現される座標 xの振動中心 x0 は試料に入っている必要があるため，

次が満たされるべきである．

0 < x0 < Lx (2.2.3)

よって，ky については次の制限が成り立つ．

−meωc

ℏ
Lx < ky < 0 (2.2.4)

周期境界条件がある場合は，ky は 2π/Ly 毎に量子化されるので，(2.2.4)式の範囲で可能な

ky の数が求める Np になる．

Np =
meωc

ℏ
Lx

(
2π

Ly

)−1

(2.2.5)

よって，(2.2.1)式が求められた．

2.3 ランダウ反磁性
ここではパイエルスによって示された LP公式 [30]の前身であるランダウ反磁性 [29]につ

いて導出する [82]．古典的には電子の軌道運動による磁化率は出ない．これはボーア＝ファ

ン・リューエンの定理として知られる [85]．量子力学を使用することで初めて電子系の自由

エネルギーが磁場に依存することになり電子系の磁化が計算できる．まず，磁場存在下にお

ける電子の基底状態のエネルギーを考える．このとき，電子系のエネルギー E は，

E = V

∫ εF

0

ερ(ε)dε (2.3.1)

磁場存在下における電子系の状態密度 f(ε)は，

f(ε) =
1

2π2

(
2me

ℏ2

) 3
2 ℏωc

2

nmax∑
n=0

[
ε−

(
a+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

(2.3.2)
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となる．よって電子系のエネルギー E は次の様に変形できる．

E = V

∫ εF

0

εA

nmax∑
n=0

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

dε (2.3.3)

= V A

∫ εF

0

dε

nmax∑
n=0

ε

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

(2.3.4)

= V A

nmax∑
n=0

∫ εF

0

dε ε

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

(2.3.5)

= V A

mmax∑
n=0

∫ εF

(n+1/2)ℏωc
dεε

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏwc

]−1/2

(2.3.6)

絶対零度における，系の単位体積あたりの電子数 ne は，有限磁場の場合とゼロ磁場の場合

で等しいことから次の関係が成り立つ．

ne =

∫ µ(B)

0

ρ(ε)dε (2.3.7)

=

∫ εF

0

ρ0(ε)dε (2.3.8)

ここで，ρ0(ε)はゼロ磁場での自由電子ガスの状態密度であり，ρ(ε)は有限磁場での自由電

子ガスの状態密度である．これらはそれぞれ次の形をしている．

ρ0(ε) =
1

2π2

(
2me

ℏ2

) 3
2 √

ε (2.3.9)

ρ(ε) =
1

2π2

(
2me

ℏ2

) 3
2 ℏωc

2

nmax∑
n=0

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

(2.3.10)

ここで，

A =
1

2π2

(
2me

ℏ2

) 3
2 ℏωc

2
(2.3.11)

とおく，また次の様に NeεF を計算しておく．

NeεF = V neεF (2.3.12)

= V εF

∫ µ(B)

0

dεA

nmax∑
n=0

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

(2.3.13)

= V A

nmax∑
n=0

∫ µ(B)

0

dε
εF[

ε−
(
n+ 1

2

)
ℏωc
] 1

2

(2.3.14)
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したがって，電子系のエネルギー E は次の様に変形できる．

E = V A

nmax∑
n=0

∫ εF

(n+ 1
2 )ℏωc

dεε

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

(2.3.15)

= NeεF −NeεF + V A

nmax∑
n=0

∫ εF

(n+ 1
2 )ℏωc

dεε

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

(2.3.16)

= NeεF − V A

nmax∑
n=0

∫ µ(B)

0

dε
εF[

ε−
(
n+ 1

2

)
ℏωc
] 1

2

　 　　+ V A

nmax∑
n=0

∫ εF

(n+ 1
2 )ℏωc

dεε

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

(2.3.17)

= NeεF − V A

nmax∑
n=0

∫ εF

(n+ 1
2 )ℏωc

dε
εF[

ε−
(
n+ 1

2

)
ℏωc
] 1

2

　 　+ V A

nmax∑
n=0

∫ εF

(n+ 1
2 )ℏωc

dεε

[
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc
]−1/2

(2.3.18)

= NeεF + V A

nmax∑
n=0

∫ εF

(n+ 1
2 )ℏωc

dε
ε− εF[

ε−
(
n+ 1

2

)
ℏωc
] 1

2

(2.3.19)

簡単な計算により，∫ εF

(n+ 1
2 )ℏωc

dε
ε− εF[

ε−
(
n+ 1

2

)
ℏωc
] 1

2

= −4

3

(
εF −

(
n+

1

2

)
ℏωc
) 3

2

(2.3.20)

であるので．次のように計算できる．

E = NeεF + V A

nmax∑
n=0

∫ εF

(n+ 1
2 )ℏωc

dε
ε− εF[

ε−
(
n+ 1

2

)
ℏωc
] 1

2

(2.3.21)

= NeεF + V A

nmax∑
n=0

(
−4

3

(
εF −

(
n+

1

2

)
ℏωc
) 3

2

)
(2.3.22)

= NeεF − 4

3
V A

nmax∑
n=0

[
εF −

(
n+

1

2

)
ℏωc
]3/2

(2.3.23)

また，占有された準位が多数のときは，和
∑
を積分

∫
に近似できる．次のオイラーマク

ローリンの公式を使う．

nn∑
n=0

f

(
n+

1

2

)
=

∫ n0+1

0

f(x)dx− 1

24
[f ′ (n0 + 1)− f ′(0)] (2.3.24)



12 第 2章 理論

したがって，次のように変形できる．

nmax∑
n=0

[
εF −

(
n+

1

2

)
ℏωc
]3/2

=

∫ nmax+1

0

[εF − xℏωc]3/2 dx

− 1

24

[
−3

2
[εF − (nmax + 1) ℏωc]1/2 ℏωc +

3

2
ε
1/2
F ℏωc

]
(2.3.25)

=

∫ nmax+1

0

[εF − xℏωc]3/2 dx− 1

24

3

2
ε
1/2
F ℏωc (2.3.26)

(nmax + 1) ℏωc = εF に注意して変形した．よって，系のエネルギー E は，

E = NeεF − 4

3
V A

nmax∑
n=0

[
εF −

(
n+

1

2

)
ℏωc
]3/2

(2.3.27)

=

(
1− 2

5

)
NeεF +

V

24π2
(eB)2

kF
me

(2.3.28)

ここで，ωc = eB
me
，εF = ℏ2kF

2

2me
を使用した．前項は，0 磁場における自由電子ガスの基底

状態のエネルギーであり，二項はマクローリン展開の f
′
(0) から出てくる項である．エネ

ルギーの磁場の２階微分から磁化率が求まるので，磁化率は第二項から計算される．した

がって，

χ = −µ0

V

∂2E

∂β2
= − µ0e

2kF
12π2me

(2.3.29)

ボーア磁子 µB = eℏ
2me

と ρ(εF )で括り出すことにすると，結果的に次のように変形できる，

χ = −1

3
µ0µ

2
Bρ (εF ) (2.3.30)

これがランダウ反磁性磁化率の公式である．これに磁場 B を掛け，無次元化し磁化の表式に

書き下しておく．まず，E を εと書き直しす．

ε =

(
1− 2

5

)
NeεF +

V

24π2
(eB)2

kF
me

(2.3.31)

さらに次を用いて無次元化する．

E = βϵ, EF = βϵF , η = βµ, Ωc = βℏωc,

すると，

E = βε =

(
1− 2

5

)
NeβεF +

V

24π2
β(eB)2

kF
me

(2.3.32)

=

(
1− 2

5

)
NeEF +

1

16

Ne
EF

Ω2
c (2.3.33)
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であるので，

M = − 1

V

∂ε

∂B
= − 1

V

∂
(
E
B

)
∂
(
m
βℏeΩc

) (2.3.34)

= − 1

V

ℏe
m

∂E

∂Ωc
(2.3.35)

= − 1

V

ℏe
m

1

8

Ne
EF

Ωc (2.3.36)

である．よって，結果的に次を得る．

M /M0 = −
√
2

12

1

π2

√
EFΩc (2.3.37)

∼= −
√
2

12π2

√
ηΩc (2.3.38)

だだし，M0 = e
ℏ2

√
m
β3 と定めた．

2.4 磁場中粒子の半古典論
ビスマスにおいて線形磁気抵抗効果 [43]を発見した Kapitzaの弟子である Shoenbergは

様々な金属において dHvA効果が観察されることを実験的に示した [49]．この章ではその彼

の教科書 [86]を参考にして半古典論を用いた強磁場領域における磁化の理論について説明す

る．最終的に Lifshitz-Kosevichの公式を導出する．

2.4.1 磁場中の電子の動き

磁場中の電子の運動方程式は，

ℏk̇ =
−e
c
(v ×H) (2.4.1)

ここで，k は電子の波動ベクトル，v は電子の速度ベクトル，eはの電気素量である．v は，

電子のエネルギー ϵと次のような関係を持つ．

v =
1

ℏ
∇kϵ (2.4.2)

ローレンツ力は v に垂直であるため，電子に仕事をしない．そのため ϵは kが時間とともに

変化しても一定である．これは式 (2.4.2) からも明らかである．v が ϵ 一定の面に垂直であ

ることを意味する．そのため，v に垂直である k̇は，ϵ一定の面に接する必要がある．また，

k̇ はH に垂直であるため，k の端点は，ϵ一定の面とH に垂直な面の交差部分をなす軌道

を描く．(2.4.1)式を時間で積分すると，

ℏ(k − k0) =
−e
c
(R−R0)×H (2.4.3)

R0 と k0 は初期時間におけるベクトル量を表す．R と R0 を H に垂直な平面に射影した

ベクトルをそれぞれ R′ と R′
0 とする．このとき，R −R0 を R 軌道，k − k0 を k 軌道，
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R′ −R′
0 を R′ 軌道と呼ぶことにする．明らかに R′ 軌道は R軌道を H に垂直な平面に射

影した軌道である．R′ 軌道は k軌道を 90度回転して η = cℏ
eH でスケーリングしたものであ

ることが次の様にして分かる．式 (2.4.3)より

|ℏ(k − k0)| = |−e
c
(R−R0)×H| (2.4.4)

⇔ ℏ|k − k0| =
e

c
H|R−R0| sin θ′ (2.4.5)

⇔ ℏ|k − k0| =
e

c
H|R′ −R′

0| (2.4.6)

⇔ |R′ −R′
0| = η|k − k0| (2.4.7)

η はR′ 軌道と k軌道のスケーリング因子である．また，式 (2.4.3)より，R′ 軌道は k軌道

を 90度回転した軌道であるとわかる．

R軌道は R′ 軌道に比べ複雑である．R軌道は H に並行な速度成分を持っており，螺旋

運動をする．この速度成分は R′ が軌道上を変化するに伴い変化するが，R′ が同じ値に戻

る周期で周期的に変化する．R′ の軌道運動の角周波数がサイクロトロン周波数 ωc である．

次の計算では，サイクロトロン周波数 ωc と R の螺旋運動のピッチ P を計算する．以降で

は，k 軌道に並行な微小変化を dで，垂直な方向での微小変化を ∆で表す．式 (2.4.1)，式

(2.4.2)より，

ℏ
dk

dt
=

−e
cℏ

(∇kϵ×H) (2.4.8)

であり，この両辺のノルムを考えると，次のようになる．

ℏ
dk

dt
=

e

cℏ
|∇kϵ×H| (2.4.9)

したがって，dtについて解くと dkを動く時間 dtは，

dt =
cℏ2

e

dk

|∇kϵ×H|
(2.4.10)

=
cℏ2

e
dk

1

H

∆k′n
∆ϵ

(2.4.11)

=
cℏ2

e
dk

1

H

1

∆ϵ

d(∆a)

dk
(2.4.12)

=
cℏ2

eH

∆(da)

∆ϵ
(2.4.13)

=
cℏ2

eH

[
∂(da)

∂ϵ

]
κ

(2.4.14)

となる．k の H に垂直な平面成分を k′，H に並行な成分を κ とする (k2 = k′
2
+ κ2)．k′

の k軌道に垂直な成分を k′n とする．エネルギーが ϵから ϵ+∆ϵに変化するときの k′n の変

化を ∆k′n とする．∇kϵ(k)は ϵ(k)一定面に垂直なベクトルであるので，H に垂直な面へ射

影すると，k軌道に垂直な方向でのエネルギー変化率になる．kを同様にH に垂直な面へ射

影した k′ の k軌道に垂直な方向成分の変化 ∆k′n が ∆ϵの変化を起こすので，求める変化率

|∇kϵ(k)| sin θ′ は， ∆ϵ
∆k′n

となる．k′ が１周期で掃く面積，つまり k′ 軌道の内部の面積を a
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とする．k′ が dt で掃く扇形の面積 (dk だけ異なる k′ 軌道の２点と軌道内の任意の点から

なる扇形の面積)daのエネルギーが ϵから ϵ+∆ϵに変化するときの変化量は∆(da)である．

エネルギーが ϵから ϵ+∆ϵに変化するときの k′ 軌道の内部の面積の増分を ∆aとする．こ

の内 k′ が dtで掃く部分は d(∆a)と表せる．∆(da) = d(∆a)が成り立つ．微小時間 dtでは

dk∆k′n と d(∆a)が表す面積が一致する．(2.4.14)式の両辺を軌道で積分すると，∫
orbit

　 dt =

∫
orbit

cℏ2

eH

[
∂(da)

∂ϵ

]
κ

(2.4.15)

⇔ T =
cℏ2

eH

[
∂(
∫
orbit

da)

∂ϵ

]
κ

(2.4.16)

⇔ 2π

ωc
=
cℏ2

eH

[
∂a

∂ϵ

]
κ

(2.4.17)

⇔ ωc =
2πeH

cℏ2
1[
∂a
∂ϵ

]
κ

(2.4.18)

変形できる．ここで，サイクロトロン質量mは次の様に定義される．

m =
ℏ2

2π

(
∂a

∂ϵ

)
κ

(2.4.19)

これを用いると，サイクロトロン振動数 ωc は次のように表すことができる．

ωc =
eH

mc
(2.4.20)

次に実空間の螺旋運動について考える.dt間にH 方向の電子の変位 dRH は，

dRH = vHdt (2.4.21)

=
1

ℏ

(
∂ϵ

∂κ

)
k′
dt (2.4.22)

=
1

ℏ

(
∂ϵ

∂κ

)
da

dt (2.4.23)

よって，(2.4.14)式より，

dRH = vHdt (2.4.24)

=
1

ℏ

(
∂ϵ

∂κ

)
da

cℏ2

eH

[
∂(da)

∂ϵ

]
κ

(2.4.25)

=
cℏ
eH

(
∂ϵ

∂κ

)
da

[
∂(da)

∂ϵ

]
κ

(2.4.26)

と dRH を変形できる．またここで，ϵ(κ, a)と a(ϵ, κ)の全微分は，

dϵ =

(
∂ϵ

∂κ

)
a

dκ+

(
∂ϵ

∂a

)
κ

da (2.4.27)

da =

(
∂a

∂ϵ

)
κ

dϵ+

(
∂a

∂κ

)
ϵ

dκ (2.4.28)

であるので， (
∂a

∂κ

)
ϵ

dκ = da−
(
∂a

∂ϵ

)
κ

((
∂ϵ

∂κ

)
a

dκ+

(
∂ϵ

∂a

)
κ

da

)
(2.4.29)
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(a) 2つの k′ 軌道が重ならないとき (b) 2つの k′ 軌道が 2つの交点を持つとき

図 2.4.1: k′ 軌道の重なりからみる RH の変化． κの値が異なる 2つの k′ 軌道が交点を持つ場合と持

たない場合で RH の変化の仕方が異なる．交点を持たない場合は RH は単調増加する．交点を持つ場

合はその交点の数は必ず偶数であり，RH は単調増加せずに振動する．

という関係式が得られる．da = 0とすることで次の関係式を得る．(
∂a

∂κ

)
ϵ

= −
(
∂a

∂ϵ

)
κ

(
∂ϵ

∂κ

)
a

(2.4.30)

したがって，これを用いて (2.4.14)式をさらに変形でき，次の様になる．

dRH = − cℏ
eH

(
∂(da)

∂κ

)
ϵ

(2.4.31)

さらに，両辺を軌道で積分すると，k′ が１周する間にH に沿って実空間で進む RH の正味

の距離であるピッチ Pは次の様にして求めることができる．∫
orbit

dRH = − cℏ
eH

∫
orbit

(
∂(da)

∂κ

)
ϵ

(2.4.32)

⇔ P = − cℏ
eH

(
∂a

∂κ

)
ϵ

(2.4.33)

一方で，k′ 軌道の部分的なサイクルで積分して ∆RH を得ることもできる．ϵ 一定の面の

κでの切断面と κ + dκでの切断面を共有のH に垂直な平面に射影して，2つの k′ 軌道が

重ならないとき，dRH は軌道上で同じ符号をもち，図 2.1(a)の場合は RH は単調に増加す

る．しかし，一般には ϵ 一定の面のH に垂直な切断面の高さを κ から κ + dκ で変化させ

ると，その切断面を同じ平面に射影した軌道は偶数個の交点を持つ (図 2.1(b))．この場合は

RH(t)の振動はその偶数個の交点の数だけ増減をする．dHvA効果では特に
(
∂a
∂κ

)
ϵ
= 0とな

る k空間の極値軌道つまり，ピッチ P が 0になる軌道が重要である．ピッチ P が 0であっ

ても RH は振動する．

ここまでのまとめを記すと次の様になる．H に垂直な面での k 空間上の軌道 k′ または，

k 軌道と実空間上のR軌道は，互いに η のスケーリングと 90度の回転で結びつく．k 空間
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では，dkはH に垂直であるため，kは ϵ一定の面とH に垂直な面による交線を運動して，

H に並行な方向には運動しない．つまり，κは変化しない．それに対して，実空間上の運動

は，H に垂直な面では k′ 軌道を 90度回転と η だけスケールした軌道運動になり，H に並

行な方向にも運動する．これは，k軌道の内部の面積 aの kのH 方向成分 κを変えるとき

の変化量で決まる．k 軌道が ϵ一定面のH に垂直な面で切った極値軌道のときはピッチ P

は 0になる．この際，κから κ+∆κと k軌道の高さを変えるとき，内部面積 aが増減する

(k軌道 (κ)と k軌道 (κ+∆κ)の交点があり，各交点から交点までの軌道内面積が正味ゼロ

で増減する)ときは，ピッチ P は 0であっても RH(t)は振動する．

自由電子を例にとって磁場中の動きを計算してみる．m0 を自由電子の質量とすると，自

由電子のエネルギーは

ϵ =
ℏ2k2

2m0
(2.4.34)

となる．

k2 = k′
2
+ κ2 (2.4.35)

κ一定の平面と ϵ一定面の交線は，半径 k′ の円である．よって，k′ 軌道内の面積 aは，

a = πk′
2

(2.4.36)

実空間でのR′ の軌跡もこの場合は円となる．R′ 軌道の半径 R′ は，スケール因子 η を使用

して次の様に計算できる．

R′ = ηk′ (2.4.37)

=
cℏ
eH

k′ (2.4.38)

=
cm0v′
eH

(2.4.39)

自由電子の場合，H に垂直な速度成分 v′ は，v′ = ℏk′
m0

(式 (2.4.32)と式 (2.4.2)から明らか)

であることを使った．この結果は，ローレンツ力を向心力とした運動方程式からでも直ちに

求めることができる．

次に自由電子の R 軌道についてである．自由電子の場合のサイクロトロン振動数 ωc と

ピッチ P を求める．(2.4.34)式，(2.4.35)式，(2.4.36)式より，

ϵ =
ℏ2k2

2m0
(2.4.40)

=
ℏ2(k′2 + κ2)

2m0
(2.4.41)

=
ℏ2( aπ + κ2)

2m0
(2.4.42)

aについて解いて，

a = π

(
2m0

ℏ2
ϵ− k2

)
(2.4.43)
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となる．よって，サイクロトロン振動数 ωc は次の様になる．

ωc =
2πeH

cℏ2
1(
∂a
∂ϵ

)
κ

(2.4.44)

=
2πeH

cℏ2
ℏ2

2πm0
(2.4.45)

=
eH

m0c
(2.4.46)

また，この結果は，自由電子の場合は軌道は円になり，v′ = R′ωc となることからも明らか

である．式 (2.4.20)と式 (2.4.44)から自由電子のサイクロトロン質量はm0 と分かる．これ

は次のようにサイクロトロン質量の定義と式 (2.4.43)からもすぐ理解できる．

m =
ℏ2

2π

(
∂a

∂ϵ

)
κ

(2.4.47)

=
ℏ2

2π

2πm0

ℏ2
(2.4.48)

= m0 (2.4.49)

自由電子の場合の実空間における運動 (R 軌道)は通常の螺旋運動になる．式 (2.4.43)か

ら ∂a
∂κ = −2πκであるので，ピッチ P は，式 (2.4.32)より，

P = − cℏ
eH

(−2πκ) (2.4.50)

= 2πℏκ
R′

m0v′
(2.4.51)

= 2πℏκ
R′

m0R′ωc
(2.4.52)

= vH
2π

ωc
(2.4.53)

と計算できる．ただし式変形の途中では，式 (2.4.37)，v′ = R′ωc，vH = ℏκ
m0

(式 (2.4.32)と

式 (2.4.2)から明らか)を使用した．

2.4.2 電子運動の量子化

電子の運動の量子化を考える．これにより，許容される状態が制限される．磁場中の

状態の量子化が dHvA 振動が発生する原因の一つとなる．周期的な運動に対する Bohr-

Sommerfeld量子化条件は次のように表される．∮
pdq = (r + γ)2πℏ (2.4.54)

ここで，pと q は正準共役な運動量と位置の変数であり，r は整数で，積分経路は完全なサ

イクルとする．位相 γ については後述する．磁場中の電子の場合，pと q はの適切な表現は

次のようになる．

p = ℏk − e

c
A (2.4.55)

q = R′ (2.4.56)
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ここで，A は H のベクトルポテンシャルであり，−e は電子の電荷を表す．よって，式
(2.4.54) より，磁場中の周期的な運動に対する Bohr-Sommerfeld 量子化条件は次のように

表される． ∮
(ℏk − e

c
A)dR′ = (r + γ)2πℏ (2.4.57)

これをさらに変形すると，∮
(ℏk − e

c
A)dR′ = (r + γ)2πℏ (2.4.58)

⇔
∮
(
−e
c
R×H)dR′ − e

c

∫
S

(∇×A)dS = (r + γ)2πℏ (2.4.59)

⇔
∮
(−R×H)dR′ −

∫
S

HdS = (r + γ)2πℏ
c

e
(2.4.60)

⇔ H ·
∮

(R× dR′)−
∫
S

HdS = (r + γ)2πℏ
c

e
(2.4.61)

となる．ここで，式 (2.4.3) とストークスの定理と次の変形変形を使用した．S は実空間に

おける軌道の面積積分を示し，dS は R′ 軌道を周辺とする任意の面の面積ベクトル要素で

ある．

dR′ · (R×H) = H · (dR′ ×R) (2.4.62)

= −H · (R× dR′) (2.4.63)

式 (2.4.61)の左辺第一項を A，左辺第二項を Bとすると，それぞれ次の様に変形できる．

A = H ·
∮

((RH +R′)× dR′) (2.4.64)

=

∮
(H · (RH × dR′)) +H ·

∮
R′ × dR′ (2.4.65)

=

∮
H · (R′ × dR′) (2.4.66)

=

∮
H|R′ × dR′| (2.4.67)

= 2Hα (2.4.68)

B = −
∫
S

HdS (2.4.69)

= −
∫
S

H · ndS (2.4.70)

= −Hα (2.4.71)

ここで，Aの式変形については，H とR′ × dR′ は並行であることと，1
2 |R

′ × dR′|は，時
間 dtで R′ が掃く扇形の面積であることに注意した．Bの式変形については，R′ 軌道を周

辺とする面として，R′ 軌道を含むH に垂直な平面上のR′ 軌道内の面を選択した．nはそ

の平面内の法線ベクトルであり，当然H に並行である．式 (2.4.61)，A，Bより，

Hα = (r + γ)2πℏ
c

e
≡ Φ (2.4.72)
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この式は，R′ 軌道の量子化を表している． H が一定のとき，量子数 r+ γ による αになる

ようにR′ 軌道が決まる．k軌道の量子化については，次の様にスケール因子 η を使用して，

式 (2.4.72)から次の様に求める．

実空間におけるR′ 軌道の面積 αと k空間における k′ 軌道の面積 aの関係は，(2.4.7)式

から

α = η2a (2.4.73)

よって，

a =
1

η2
(r + γ)2πℏ

c

eH
(2.4.74)

=
2π

η
(r + γ) (2.4.75)

これは Onsagerの関係と呼ばれる [87]．ここで，aは κに依存するので (r + γ)は κに依存

することに注意する．aと αを η で表現すると，

a =
2π

η
(r + γ) (2.4.76)

α = 2πη(r + γ) (2.4.77)

である．

放物線バンド (特に自由電子) の場合，位相定数 γ は正確に 1
2 である．しかし，一般的

に，γ はエネルギーやH に依存して 1
2 からわずかにずれる [37]．これらのわずかなずれは，

dHvA 振動にとっては重要ではないが，定常反磁性磁化率の計算には非常に関連している．

議論を複雑にすることを避けるため，以降は γ = 1
2 とする．

与えられた r と H に対して，式 (2.4.75)によって aの値が指定され，与えられた κに対

してエネルギー ϵとこの特定の一定エネルギーの表面の κでの平面断面である曲線が指定さ

れる．ここであるH に対して κを変化させると，平面曲線は量子数 r と Onsagerの関係式

(2.4.75)[87]によって指定された一定の面積 a(r)を持つチューブ族 (Landauチューブ)を生

成する．Onsagerの関係式の意味は，k空間で許容される状態は Landauチューブ上にある

ように制限するということである．

自由電子において Landau チューブの方程式を求めてみる．式 (2.4.40) に Onsager の関

係を適用すると，次式が得られる．

ϵ =

(
r +

1

2

)
β0H +

h2κ2

2m0
(2.4.78)

ここで，β0 はボーア磁子の２倍であり，次の様に表せられる．

β0 =
eℏ
m0c

(2.4.79)

である．式 (2.4.40)を代入することにより，式 (2.4.78)から Landauチューブの方程式を次

のように得る．

ℏ2

2m0

(
k2x + k2y

)
=

(
r +

1

2

)
β0H (2.4.80)

ここで，kx，ky はH に垂直な平面内の座標として導入された．
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2.4.3 熱力学ポテンシャルと磁化

熱力学ポテンシャル Ωと自由エネルギー F は以下のように定義される．

Ω = F − µN (2.4.81)

F = E − TS (2.4.82)

ここで，E は内部エネルギー，S は エントロピーを表す．磁気モーメントベクトルは次の式

で与えられる．

M = −(∇H · Ω)ζ (2.4.83)

M のH に平行な成分と垂直な成分は次のようになる．

M|| = −
(
∂Ω

∂H

)
ζ

(2.4.84)

M⊥ = − 1

H

(
∂Ω

∂θ

)
ζ,H

(2.4.85)

θ は，H の方向に関して Ωが最も急速に変化する平面内におけるH の方向を指定する角度

である．フェルミ分布統計に従うエネルギー状態 ϵを持つ系の Ωは，

Ω = −kT
∑

ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT ) (2.4.86)

と表される [88]．よって，

Ω = −kT
∑

ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT ) (2.4.87)

= −kT
∑
r,σ,κ

ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT )
eH

2πℏ
LxLy (2.4.88)

= −kT
∑
r,σ

Lz
2π

∫ ∞

−∞
dκ ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT )

eH

2πℏ
LxLy (2.4.89)

= −kT
∑
r,σ

eHV

(2π)2ℏ

∫ ∞

−∞
dκ ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT ) (2.4.90)

= −kT
∑
r

eHV

2π2cℏ

∫ ∞

−∞
dκ ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT ) (2.4.91)

(2.4.92)

これを最初に T=0の場合において，κと κ+ δκの間のランダウ管からの Ωの寄与のみにつ

いての計算を行う．次に，κにわたる積分を実行し，最終的に，適切な畳み込みによって，有

限温度，電子スピン，電子散乱，試料の非均質性の影響を考慮する．
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2.4.4 2次元系，T=0における熱力学ポテンシャル

ここからは，T = 0，[κ, κ + δκ] の Slab(2 次元系) を考える．この時の熱力学的ポテン

シャルの寄与を δΩとする．T = 0のとき熱力学ポテンシャル Ωは，

Ω = E −Nζ (2.4.93)

= −kT
∞∑
r

eHV

2π2cℏ

∫ ∞

−∞
dκ ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT ) (2.4.94)

=

∫ ∞

−∞
dκ− kT

∞∑
r

eHV

2π2cℏ
ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT ) (2.4.95)

=

∫ ∞

−∞
dκδΩ (2.4.96)

ここで，[κ, κ+ δκ]の slab(2次元系)の熱力学ポテンシャルを次の様に δΩと定義する．

δΩ = lim
T→0

(−kT )
∞∑
r

eHV

2π2cℏ
ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT )δκ (2.4.97)

= lim
T→0

(−kT )
∞∑
r

eHV

2π2cℏ
δκ lim

T→0
ln(1 + e(ζ−ϵ)/kT ) (2.4.98)

= lim
T→0

(−kT )
∞∑
r

eHV

2π2cℏ
δκ lim

T→0

{
ln(e(ζ−ϵ)/kT ) (ζ > ϵ)

ln(1) (ζ < ϵ)
(2.4.99)

= lim
T→0

(−kT )
∞∑
r

eHV

2π2cℏ
δκ lim

T→0

{
(ζ − ϵ)/kT (ζ > ϵ)

0 (ζ < ϵ)
(2.4.100)

=


eHV

2π2cℏ
δκ

∞∑
r

(ϵ− ζ) (ζ > ϵ)

0 (ζ < ϵ)

(2.4.101)

=
eHV

2π2cℏ
δκ

n∑
r

(ϵ− ζ) (2.4.102)

= D

n∑
r

(ϵ− ζ) (2.4.103)

ここで，n は ζ > ϵ を満たす r の最大値である．また，D = eHV
2π2cℏδκ であることに注意す

る．この計算はポアソンの公式かオイラーマクローリンの公式のいずれかで計算できるが，

後者の方がどの項がどこからくるのか分かるので後者で展開する．オイラーマクローリンの

公式は次である．

n∑
r=0

f(r) =

∫ n

0

f(r)dr +
1

2
[f(n) + f(0)] +

1

12
[f ′(n)− f ′(0)]　 (2.4.104)

より良い近似式では d3f
dr3 の項が含まれるが，今はこの項は今残している一番小さい項よりも

n2 倍小さいオーダーであるので省略しても良い．

δΩ = D

(∫ n

0

(ϵr − ζ)dr +
1

2
[ϵ(n)− ζ + ϵ(0)− ζ] +

1

12
[ϵ′(n)− ϵ′(0)]

)
(2.4.105)
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ここで，離散変数 r + 1
2 の代わりに，連続変数 xを導入する．つまり，オンサーガーの関係

[87]である，

a(ϵr, κ) =

(
r +

1

2

)
2πeH

cℏ
(2.4.106)

に対して，

a(ϵ, κ) = x
2πeH

cℏ
(2.4.107)

を満たす xを定義した．また，ϵ = ζ となる時の xを X とする．このとき，X は次の関係

を満たす．

a(ζ, κ) = X
2πeH

cℏ
≡ A (κ) (2.4.108)

ここで，r+ 1
2 < X を満たす．これは次の様にして分かる．a(ϵ, κ)は ϵについて単調である

ことに注意する．ϵr < ζ の両辺に a( , κ)を施すと，

a(ϵr, κ) < a(ζ, κ) (2.4.109)

⇔
(
r +

1

2

)
2πeH

cℏ
< X

2πeH

cℏ
(2.4.110)

⇔
(
r +

1

2

)
< X (2.4.111)

と分かる．また，次の関係式が成り立つ．(
∂ϵ

∂x

)
κ

=

(
∂a

∂x

)
κ

1(
∂a
∂ϵ

)
κ

(2.4.112)

= βH (2.4.113)

mと β は xの関数であることに注意する．mは式 (2.4.47)で，β は式 (2.4.79)で定義され

る β0 のm0 をmで置き換えたものである．式 (2.4.105)の r を xと変数変換すると次の様

に変形できる．

δΩ = D

(∫ n+ 1
2

1
2

(
ϵ(x− 1

2
)− ζ

)
dx+

1

2
[ϵ(n)− ζ + ϵ(0)− ζ] +

1

12
[ϵ′(n)− ϵ′(0)]

)
(2.4.114)

= D

(∫ n+ 1
2

1
2

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

2
[ϵ(n+

1

2
)− ζ + ϵ(

1

2
)− ζ] +

1

12
[ϵ′(n+

1

2
)− ϵ′(

1

2
)]

)
(2.4.115)

= D

(∫ n+ 1
2

1
2

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

2
[ϵ(n+

1

2
)− ζ + ϵ(

1

2
)− ζ] +

1

12
[β(n+

1

2
)− β(

1

2
)]H

)
(2.4.116)

式 (2.4.116)を積分範囲
∫ n+ 1

2
1
2

を
∫X
0
に拡張して補正する変形をする．結果的に次の様に変

形される．

δΩ = δκ

(
eHV

2π2cℏ

)[∫ X

0

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

24
β(0)H +

1

2
β(X)H

(
δ2 − δ +

1

6

)]
(2.4.117)
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図 2.4.2: (2.4.117) 式の導出における積分領域の拡張のイメージ．拡張した領域を緑色，補正項を赤

色，式 (2.4.116)の元の積分領域を青色で示した．

ここで，β は β(X)を表し，δ は次で定義される．

δ = X − (n+
1

2
) (2.4.118)

以下，これに至る過程を記述する．(図 2.4.2) の様に式 (2.4.116) を表す (青色) を積分範

囲を広げることで (緑色)にする．その補正項が (赤色)である．つまり

式 (2.4.116)(青色) = 拡張した領域 (緑色)−補正項 (赤色) (2.4.119)

である．まず，拡張した領域 (緑色)について計算する．

緑色領域 =

X∑
0

(ϵ(x)− ζ) (2.4.120)

=

∫ X

0

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

2
[ϵ(X)− ζ + ϵ(0)− ζ] +

1

12
[ϵ′(X)− ϵ′(0)] (2.4.121)

=

∫ X

0

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

2
(ϵ(0)− ζ) +

1

2
(ϵ(X)− ζ) +

1

12
[β(X)− β(0)]H

(2.4.122)

よって， 補正項 (赤色)は次で求められる．

赤色 = 緑色領域−青色領域 (2.4.123)

=

∫ X

0

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

2
(ϵ(0)− ζ) +

1

2
(ϵ(X)− ζ) +

1

12
[β(X)− β(0)]H

−

(∫ n+ 1
2

1
2

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

2

[
ϵ(n+

1

2
)− ζ + ϵ(

1

2
)− ζ

]
+

1

12

[
β(n+

1

2
)− β(

1

2
)

]
H

)
(2.4.124)

=

∫ 1
2

0

(ϵ(x)− ζ)dx+

∫ X

n+ 1
2

(ϵ(x)− ζ)dx

+
1

2

(
ϵ(0)− ϵ(

1

2
)

)
+

1

2

(
ϵ(X)− ϵ(n+

1

2
)

)
+

1

12

[
β(

1

2
)− β(0)

]
H +

1

12

[
β(X)− β(n+

1

2
)

]
H (2.4.125)
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[0, 12 ]では ϵ(x)は線形と見做せるので次のような変形ができる．

第一項 =

∫ 1
2

0

(ϵ(x)− ζ)dx (2.4.126)

= −
∫ 1

2

0

(ζ − ϵ(x))dx (2.4.127)

= −1

2

1

2
[(ζ − ϵ0) + (ζ − ϵ

1

2
)] (2.4.128)

= −1

4
(2ζ − ϵ(0)− ϵ(

1

2
))) (2.4.129)

= −1

2
(ζ − ϵ(0)− 1

4
β(0)H) (2.4.130)

ここで，次の変形を使用した．

ϵ(
1

2
) = ϵ(0 +

1

2
) (2.4.131)

≃ ϵ(0) + ϵ′(x)|x=0
1

2
(2.4.132)

= ϵ(0) + β(0)H
1

2
(2.4.133)

同様にして，第二項から第六項を計算する．

第二項 =

∫ X

n+ 1
2

(ϵ(x)− ζ)dx (2.4.134)

= −1

2
δβ(X)Hδ (2.4.135)

第三項 =
1

2

(
ϵ(0)− ϵ(

1

2
)

)
(2.4.136)

=
1

2

(
ϵ(0)− ϵ(0)− β(0)H

1

2

)
(2.4.137)

= −1

4
β(0)H (2.4.138)

第四項 =
1

2

(
ϵ(X)− ϵ(n+

1

2
)

)
(2.4.139)

=
1

2
(ϵ(X)− ϵ(X) + β(X)Hδ) (2.4.140)

=
1

2
β(X)Hδ (2.4.141)

第五項 =
1

12

[
β(

1

2
)− β(0)

]
H (2.4.142)

=
1

12
H[β(0) +

1

2

∂β(x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

− β(0)] (2.4.143)

=
1

12

1

2
H

∂β(x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

(2.4.144)

≃ 0 (2.4.145)
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第六項 =
1

12

[
β(X)− β(n+

1

2
)

]
H (2.4.146)

=
1

12
δH

∂β(x)

∂x

∣∣∣∣
x=X

(2.4.147)

≃ 0 (2.4.148)

ここで，第五項と第六項，H ∂β(x)
∂x は βH に比べて無視できることに注意する．結局，補正

項 (赤色)は次の形にまとめることができる．

補正項 (赤色) = −1

2

(
ζ − ϵ(0)− 1

4
β(0)H

)
− 1

2
δβ(X)Hδ − 1

4
β(0)H +

1

2
β(X)Hδ

(2.4.149)

したがって，

青色領域 = 緑色領域−赤色領域 (2.4.150)

=

∫ X

0

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

2
(ϵ(0)− ζ) +

1

2
(ϵ(X)− ζ) +

1

12
[β(X)− β(0)]H

−
(
−1

2

(
ζ − ϵ(0)− 1

4
β(0)H

)
− 1

2
δβ(X)Hδ − 1

4
β(0)H +

1

2
β(X)Hδ

)
(2.4.151)

よって，

δΩ

D
=

∫ X

0

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

2
(ϵ(0)− ζ) +

1

12
[β(X)− β(0)]H

+
1

2

(
ζ − ϵ(0)− 1

4
β(0)H

)
+

1

2
δβ(X)Hδ

+
1

4
β(0)H − 1

2
β(X)Hδ (2.4.152)

=

∫ X

0

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

24
β(0)H +

1

2
β(X)H

(
δ2 − δ +

1

6

)
(2.4.153)

となる．さらに書き換えると次の (2.4.117)式が求まる．

δΩ = δκ

(
eHV

2π2cℏ

)[∫ X

0

(ϵ(x)− ζ)dx+
1

24
β(0)H +

1

2
β(X)H

(
δ2 − δ +

1

6

)]

ここでこの式の磁場依存性について考える．第一項の積分項は 1
H に比例するので，第一項

は磁場に依存しない項になる．つまりこの項の磁化の寄与はない．第二項は H2 に比例する

ので，この項は定常反磁性磁化率に寄与する．そして最後の項が磁化の振動項になる．磁化

の振動を議論する限りでは第三項のみ考慮すれば良い．ここで第三項を δΩ̃とおく．つまり，

δΩ̃　 = δκ

(
eHV

2π2cℏ

)
1

2
β(X)H

(
δ2 − δ +

1

6

)
(2.4.154)

= δκ

(
eβ(X)H2V

4π2cℏ

)([
X −

(
n+

1

2

)]2
−
[
X −

(
n+

1

2

)]
+

1

6

)
　 (2.4.155)
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とおく．ただし，この式は
(
n+ 1

2

)
≤ X ≤

(
n+ 3

2

)
で正しい．X がこの範囲を超えるとき

は，式の nを 1つ増減させる必要がある．(2.4.155)式をフーリエ変換すると，

δΩ̃　 =
δκeβ(X)H2V

4π2cℏ

∞∑
p=1

1

π2p2
cos

(
2πp

(
X − 1

2

))
(2.4.156)

となる．ここで，H = 0で FSを κで切断したときの断面積 A (κ)，厚さ δκの slab中の粒

子数を次の様な δN0 と表す．つまり，

δN0 = XD = δκA (κ)
V

4π3
(2.4.157)

と表す．このとき，(2.4.156)式の係数は，

δκeβ(X)H2V

4π2cℏ
=

1

2
DβH =

1
2 (δN0)βH

X
(2.4.158)

とかける．

磁化と電子数

H に並行な slabの磁化 δM̃ は次のようにして計算できる．

δM̃ = −

(
∂(δΩ̃)

∂H

)
ζ

(2.4.159)

δΩ̃の係数には H2 の因子があるが，δΩ̃を H で微分することで，この依存性は次のように

消える．合成微分を考えるので，次の２式を計算しておく．まず，
[
∂(δΩ̃)
∂X

]
ζ
は，[

∂(δΩ̃)

∂X

]
ζ

=
d

dX

[
δκ

(
eβ(X)H2V

4π2cℏ

)([
X −

(
n+

1

2

)]2
−
[
X −

(
n+

1

2

)]
+

1

6

)]
(2.4.160)

= δκ

(
eβ(X)H2V

4π2cℏ

)(
2

[
X −

(
n+

1

2

)]
− 1

)
(2.4.161)

= δκ

(
eβ(X)H2V

4π2cℏ

)
(2 [X − (n+ 1)]) (2.4.162)

となる．次に
[
∂X
∂H

]
ζ
は， [

∂X

∂H

]
ζ

=
cℏA (κ)

2πe

(
− 1

H2

)
(2.4.163)

であるので，δM̃ は次の様に求められる．

δM̃ = −

(
∂(δΩ̃)

∂H

)
ζ

(2.4.164)

= −

[
∂(δΩ̃)

∂X

]
ζ

[
∂X

∂H

]
ζ

(2.4.165)

= −δκeβ(X)H2V

4π2cℏ
2[X − (n+ 1)]

cℏA (k)

2πe

(
− 1

H2

)
(2.4.166)

= β(X)δN0[X − (n+ 1)] (2.4.167)
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この式は n + 1
2 ≤ X ≤ n + 3

2 の範囲で成立することに注意する．また，この結果は δM̃

が saw-tooth型に変化することを示している．これは連続に配置する離散ランダウレベルが

フェルミエネルギー ζ を通過するときの不連続性から形成される．(2.4.156)式を微分，もし

くは今算出した δM̃ のフーリエ変換をすることで次の形を得る．

δM̃ = −βδN0

∞∑
p=1

sin 2πp
(
X − 1

2

)
πp

(2.4.168)

ここで，slab中の粒子数 δN は

δN = (n+ 1)D (2.4.169)

= (n+ 1)
δN0

X
(2.4.170)

ただし，n+ 1
2 ≤ X ≤ n+ 3

2 で成立する．H に対して ζ が一定の場合，H が減少するとき

に新しいランダウレベルは満たされる必要がある．このとき，δN は約 δN0/nの不連続性を

持つ，δN0 を中心とした saw-tooth型の変化を示す．

δN の saw-tooth型の振動は熱力学関数 δΩから計算しても理解できる．

δN = −
[
∂(δΩ)

∂ζ

]
H

(2.4.171)

= −
[
∂(δΩ)

∂X

]
H

[
∂X

∂ζ

]
H

(2.4.172)

= − [−DHβ(X)X +DHβ(X)(X − (n+ 1))]
1

β(X)H
(2.4.173)

= −D(−X + (X − (n+ 1))) (2.4.174)

これは D(n+ 1)であり，先ほどの計算結果と同じである．ただ，この形は δN を次の 2項

に分解できるとう示唆を持つ．

δN = DX −D(X − (n+ 1)) (2.4.175)

= δN0 − δÑ (2.4.176)

よって，

δÑ = δN − δN0 (2.4.177)

= −D[X − (n+ 1)] (2.4.178)

= −δN0

X
[X − (n+ 1)] (2.4.179)

= −δN0

X

[
δ − 1

2

]
(2.4.180)

δM̃ = βδN0[X − (n+ 1)]より，

δÑ = − 1

X

[
δ − 1

2

]
δM̃

β(X)[X − (n+ 1)]
(2.4.181)

= − δM̃

β(X)H
(2.4.182)

= −m(X)2πH

ℏ2A (κ)
δM̃ (2.4.183)
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この結果より，δM̃ は δÑ に比例することが分かる．つまり，δM̃ の saw-tooth型の振動は

δÑ の saw-tooth型の振動が原因である．

M̃ への主な寄与は A が極値 Aに近いような κの狭い範囲のみからくる．dκで積分する

ことで M̃ と Ñ の関係が得られる．そしてその形は，A を Aに変えた Ñ = −m(X)2πH
ℏ2A M̃

である．またこの関係の簡単な解釈は Pippard[89] によって次のように与えられた．FS 上

を古典軌道で回る電子の磁気モーメント µは次のように書ける．αは実空間での軌道面積と

する．

µ =
−eαωc
2πc

(2.4.184)

=
−e
2πc

eH

mc

(
cℏ
eH

)2

A (2.4.185)

=
−ℏ2A
2πmH

(2.4.186)

= −Xβ (2.4.187)

よって，次の関係を得る．

δM̃ = µδÑ (2.4.188)

つまり，δM̃ の振動は次のように説明がつく．電子一つ一つが磁気モーメント µを持ってい

て，slab 系の電子数 δÑ が振動変化することで，slab 系の磁化 δM̃ が振動変化する．ここ

で，変化する電子数 δÑ はフェルミエネルギー付近の電子であることに注意する．

3次元に拡大する前に 2次元 slab系の放物線分散への適用として次を考える．2次元系の

結果をエネルギー分散が自由電子のように放物線である電子系に適用してみる．つまり，次

を仮定することにする．

β = β(0) (2.4.189)

ε(x) = xβH (2.4.190)

=
ℏ2

2m

(
k2x + k2y

)
(2.4.191)

ただし，ε(x)，ζ はバンドの端点 ε(0)から測るとする．ζ ＝一定のときは次のようになる．

ζ = XβH (2.4.192)

XD = δN0 (2.4.193)

よって，n+ 1
2 < X < n+ 3

2 において次が成立する．

δΩ = δκ

(
eHV

2π2cℏ

){∫ X

0

[ε(x)− ξ]dx +
1

24
β(0)H +

1

2
βH

(
δ2 − δ +

1

6

)}
(2.4.194)

= −1

2
ζδN0 +

β2H2δN0

24ζ
+

1

2

β2H2δN0

ζ

{[
X −

(
n+

1

2

)]2
−
[
X −

(
n+

1

2

)]
+

1

6

}
(2.4.195)

= βHδN0

{
(n+ 1)2

2X
− (n+ 1)

}
(2.4.196)
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最終式は簡単な式だが，最終式よりも２行目の方が多くの情報を含む．2行目の第一項は熱

力学関数 δΩの磁場に依存しない項，第二項は線形磁化の項，第三項は振動項 δΩ̃になる．し

たがって，次の磁化の表式を得る．

δM =− β2HδN0

12ζ
+ βδN0[X − (n+ 1)]

− β2HδN0

ζ

{[
X −

(
n+

1

2

)]2
−
[
X −

(
n+

1

2

)]
+

1

6

}
(2.4.197)

第一項は 2次元ランダウ定常反磁性磁化であり，第二項は任意のエネルギー分散の結果と同

じ形の振動項 δM̃，第三項は今までは保持していても意味なかったので近似で消えていた振

動項である．ただし，自由電子の場合は第三項は第一項定常反磁性項に匹敵するため残して

おく．電子数 δN は次のようになる．

δN = δN0 −
δN0

X
(X − (n+ 1)) (2.4.198)

=
(n+ 1)

X
δN0 (2.4.199)

2.4.5 3次元系，T=0における熱力学ポテンシャル

2次元の slab系を κ積分することで 3次元に拡張できる．また，(−∞,∞)で κ積分する

ことで，実空間で Lが小さい試料にも適用できる．ζ=一定の場合に，δΩ̃は，(2.4.156)式で

あるので，κ積分すると次のようになる．

Ω̃ =
eH2V

4π2cℏ

∫
βdκ

∞∑
p=1

1

π2p2
cos

{
2πp

[
X(κ)− 1

2

]}
(2.4.200)

κ積分の具体的な積分範囲の取り方は 2つある．一つ目は κ=一定の平面が FSに接する κ

の値である（図 2.3(a)）．二つ目はブリルアンゾーン内で FSが閉じないときは，積分範囲を

境界から境界に設定する方法である（図 2.3(b)）．しかし，次のように積分範囲を設定すれば

十分である．κの原点を X(つまり，面積 A )が極値 X0(つまり，A0)をとるような κの値

にし，積分範囲を (−∞,∞)に設定すれば十分である．なぜなら，X0 ≫ 1のとき，(−∞,∞)

の積分範囲の κ = 0付近しか積分に寄与しないからである．同じ理由で β(κ)は β(0)として

捉えて，積分の外に出すことができる．ここで，X(κ)を偶関数と仮定して，κ = 0 周りで

テーラー展開すると，

X(κ) = X(0) +
1

2!
X(2)(0)κ2 +

1

4!
X(4)(0)κ4 ± · · · (2.4.201)

= X0 ±
1

2

∣∣∣∣∂2X∂κ2
∣∣∣∣
κ=0

κ2 ± 1

24

∣∣∣∣∂4X∂κ4
∣∣∣∣
κ=0

κ4 ± · · · (2.4.202)

ただし，導関数の前の ± の記号は，X0 が最小のとき +，X0 が最大のとき − である．
X(κ = 0) = X0，X(2)(0) = ±

∣∣∣∂2X
∂κ2

∣∣∣
κ=0

= ±X ′′
，X(4)(0) = ±

∣∣∣∂4X
∂κ4

∣∣∣
κ=0

= ±XIV (X(2)(0)

が正のときは +，負のとき − とする．X(4)(0) も同様) であることに注意する．これら

の符号の意味は (図 2.4.4) の通りである．また，通常 κ2 項より高次の項は必要ない．
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(a) ブリルアンゾーン内で FSが閉じる場合

(b) ブリルアンゾーン内で FSが閉じない場合

図 2.4.3: FS の形による κ の積分範囲．図の横方向は磁場に垂直な方向であり，縦方向は磁場に並行

な方向 (κ 方向) である．FS が閉じている場合の κ の範囲の上限と下限はそれぞれ κ=一定の平面が

FSに接するときの κになる．ブリルアンゾーン内で FSが閉じない場合は積分範囲をブリルアンゾー

ンの境界から境界に設定する．

FS を楕円型と仮定すると，X(κ) のテーラ展開は X(κ) = X0 − 1
2X

′′
κ2 となる．Ip =∫∞

0
dκ cos

{
2πp

[
X(κ)− 1

2

]}
として，Ω̃の変形を続けると次のようになる．

Ω̃ =
eH2V

4π2cℏ
β

∞∑
p=1

1

π2p2

∫
dκ cos

{
2πp

[
X(κ)− 1

2

]}
(2.4.203)

= 2
eH2V

4π2cℏ
β

∞∑
p=1

1

π2p2
Ip (2.4.204)

ここで，積分の上限を κ0 としないで∞とできる理由は，FSが楕円型であり次を満たすか
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(a) FS が開いた形のときは X
′′
の符号が +．κ = 0

からずれると X(FSの断面積 A )の増加する
(b) FSが閉じ形のときはX

′′
の符号が −．κ = 0か

らずれると X(FSの断面積 A )の減少する

図 2.4.4: FSの形による X
′′
の符号の違い．

らである．

1

2
X ′′κ20 ≫ 1 (2.4.205)

つまり，X(κ0) = X0 − 1
2X

′′
κ20 であるので，X0 −X(κ0) ≫ 1が成り立つ．よって，積分

は κ = 0近傍のみが寄与することになる．Ip の計算に戻る．u2 = 2pX
′′
κ2 とおくと次のよ

うに変形できる．

Ip =

∫ ∞

0

dκ cos

{
2πp

[
X0 −

1

2
X

′′
κ2 − 1

2

]}
(2.4.206)

=
1√
2pX ′′

∫ ∞

0

du cos

{
2πp

[
X0 −

1

2
− u2

4p

]}
(2.4.207)

cos部分だけ計算を進めると，

cos

{
2πp

[
X0 −

1

2
− u2

4p

]}
= cos

{
2πpX0 − πp− πu2

2

}
(2.4.208)

= (−1)
p
cos

{
2πpX0 −

πu2

2

}
(2.4.209)

= (−1)
p

{
cos(2πpX0) cos(

πu2

2
) + sin(2πpX0) sin(

πu2

2
)

}
(2.4.210)
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となる．よって，

Ip =
1√
2pX ′′

∫ ∞

0

du(−1)
p

{
cos(2πpX0) cos(

πu2

2
) + sin(2πpX0) sin(

πu2

2
)

}
(2.4.211)

=
1√
2pX ′′

(−1)
p

{
cos(2πpX0)

∫ ∞

0

cos(
πu2

2
)du+ sin(2πpX0)

∫ ∞

0

sin(
πu2

2
)du

}
(2.4.212)

=
1

2

1√
2pX ′′

(−1)
p {cos(2πpX0) + sin (2πpX0)} (2.4.213)

=

√
2

2

1√
2pX ′′

(−1)
p
sin
(
2πpX0 +

π

4

)
(2.4.214)

と変形できる．ここでは，
∫∞
0

cos(πu
2

2 )du =
∫∞
0

sin(πu
2

2 )du = 1
2 であることを用いた．これ

は，クロソイド曲線に現れる積分である [90]．もし，Ipの積分範囲を [0, κ0]としていたら，こ

の積分は κ0 に対応する u0 を用いて，x(u0) =
∫ u0

0
cos(πu

2

2 )du，y(u0) =
∫ u0

0
sin(πu

2

2 )du(フ

レネル積分) となっていた．(x, y) は u0 を媒介変数としてクロソイド曲線を描く．u0 は曲

線長と呼ばれ，クロソイド曲線の原点からの曲線の長さである．一般に特別な場合を除い

ては,x(u0)と y(u0)の積分は初等関数を使って閉形式で評価することができない．ただし，

u0 → ∞ のときの積分の極限値は定数になることが知られている．このように，Ip の積分

が実行できる理由はその積分範囲を [0,∞]にすることによる恩恵を受けているからである．

なお，u0 → ∞のとき，位相角は π
4 に近づく (図 2.4.5)．X = A (κ)cℏ

2πeH であり，κの原点は

X(κ)が極値X0 をとる値または，A (κ)が極値 A (0) ≡ Aをとる値であるから，X0 は次の

ように表される．

X0 = X(κ = 0) =
A (0)cℏ
2πeH

=
Acℏ
2πeH

(2.4.215)

よって，de Haas-van Alphen frequency F を次のように定義できる．

X0H =
Acℏ
2πe

≡ F (2.4.216)

これを用いてさらに計算を進めると次のようになる．

Ip =

√
2

2

1√
2pX ′′

(−1)
p
sin
(
2πpX0 +

π

4

)
(2.4.217)

=
1

2

1√
pX ′′

sin

{
2πp

(
X0 −

1

2

)
+
π

4

}
(2.4.218)

=
1

2

1√
pX ′′

cos

{
2πp

(
X0 −

1

2

)
− π

4

}
(2.4.219)

=
1

2

1√
pX ′′

cos

{
2πp

(
F

H
− 1

2

)
− π

4

}
(2.4.220)

よって，求める Ω̃は，

Ω̃ =
eH2V

4π2cℏ
β

∞∑
p=1

1

π2

1

p5/2
X

′′−1/2
cos

{
2πp

(
F

H
− 1

2

)
− π

4

}
(2.4.221)
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図 2.4.5: 曲線長 u0 を 0 から 5 で変化させた場合のクロソイド曲線．曲線長 u0 が大きくなることに

伴って，点 (x(u0),y(u0))が一点 ( 1
2
, 1
2
)に収束していく様子が分かる．つまり，u0 → ∞のときフレ

ネル積分 x(u0),y(u0)は 1
2
に収束する．またこのとき，点 (x(u0),y(u0))の位相角は π

4
に近づく．

となる．ここで，A
′′
=
∣∣∣∂2A
∂κ2

∣∣∣
κ=0
とすると，

A
′′
=

2πeH

cℏ
X

′′
(2.4.222)

である．これを用いて変形すると最終的に，次の式を得る．

Ω̃ =
( e

2πcℏ

)3/2 βH5/2V

π2 (A′′)
1/2

∞∑
p=1

1

p5/2
cos

[
2πp

(
F

H
− 1

2

)
− π

4

]
(2.4.223)

2.4.6 位相スミアリング

前章で求めた Ω̃は，理想的な状況を仮定している．つまり，温度は絶対零度であり，電子

の緩和時間や不純物の効果を仮定していない． 実際は，系の温度 T，電子の緩和時間 τ，資

料や場の不均一性を考慮する必要がある．これらの効果を取り入れる方法として位相スミア

リングがある．つまり，これらの効果は全て振動の位相，および振幅を変える効果だけを与

えるでのある．つまり，効果を表す分布関数と振動項の畳み込みによって，効果を考慮した

振動を考える．まず簡単のため振動項の位相を

Ψ =

[
2πp

(
F

H
− 1

2

)
− π

4

]
(2.4.224)
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とおく．ここで，ψ からの位相のずれを ϕ，効果のスケーリングパラメーターを λ，位相ス

ミアリングの分布関数を D(ϕ/λ)と定義する．このとき，振動項 cosψ は効果を考慮した振

動項 I になる．

I =

∫∞
−∞ cos(ψ + ϕ)D(ϕ/λ)dϕ∫∞

−∞D(ϕ/λ)dϕ
(2.4.225)

= R
eiψ
∫∞
−∞ eiϕD(ϕ/λ)dϕ∫∞
−∞D(ϕ/λ)dϕ

(2.4.226)

= R
eiψ
∫∞
−∞ eiλzD(z)dz∫∞
−∞D(z)dz

(2.4.227)

ここで，ϕ/λ = z と定義した．また，

f(λ) =

∫ ∞

−∞
eiλzD(z)dz (2.4.228)

と，D(Z)の λに関するフーリエ成分 f(λ)を定義すると I はさらに次のように変形できる．

I = R

{
eiψf(λ)

f(0)

}
(2.4.229)

ここで，I の効果を考えるために
{

eiψf(λ)
f(0)

}
に注目する．

{
eiψf(λ)
f(0)

}
は複素数であり，その

構成因子の f(λ)も複素数である．tan(ξ) = I f(λ)
Rf(λ) を満たす ξ によって，f(λ)の極座標表示

を qeiξ とすると， {
eiψf(λ)

f(0)

}
=

q

f(0)
ei(ψ+ξ) (2.4.230)

となる．したがって，

I = R

{
eiψf(λ)

f(0)

}
(2.4.231)

=

∥∥∥∥eiψf(λ)f(0)

∥∥∥∥ cos(ψ + ξ) (2.4.232)

=
∥f(λ)∥
f(0)

cos(ψ + ξ) (2.4.233)

このように，位相スミアリングは振動項に低減係数 ∥f(λ)∥
f(0) を乗じ，位相を ξ だけずらす効果

をもたらす．ただ，位相スミアリングの分布関数 D(ϕ/λ)が偶関数の場合は ξ = 0としてよ

く，効果は低減係数をかけるだけでよくなる．なぜなら，D(ϕ/λ)が偶関数のとき，そのフー

リエ成分 f(λ)は実部のみを持つ．つまり，I f(λ) = 0である．よって，tan(ξ) = 0となり，

満たす ξはZ πに属する．ただし，Z は整数集合とする．ここからは，各効果の位相スミア

リングの分布関数は偶関数を考えて，各効果の低減係数 R ≡ ∥f(λ)∥
f(0) を導く．そして種々の

位相スミアリング効果を理想的な状況を仮定している Ω̃に乗じることで，Lifshitz-Kosevich
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の公式を導く．

考慮する効果 D(z) f(λ)/f(0)
有限温度 1/(1 + cosh z) πλ/ sinh(πλ)
緩和時間 1/

(
1 + z2

)
e−λ

スピン D(z) =
1

2
for − 1 < z < 1

D(z) = 0 elsewhere
sinλ/λ

(2.4.234)

各効果の低減係数 R を導く一般的な方法をまず記載する．確率密度関数 D の値は引数 µ

の ζ 周りの値によって変化する．この µの ζ からのエネルギー差が ψ からの位相ずれ ϕを

生む．F は ζ の関数であるので，ψも ζ の関数である．ψを µ周りでテーラー展開すると次

の様になる．

ψ(ζ) = ψ(µ) +
dψ(ζ)

dζ

∣∣∣∣
ζ=µ

∆ζ (2.4.235)

= ψ(µ) +
2πp

H

dF (ζ)

dζ

∣∣∣∣
ζ=µ

(ζ − µ) (2.4.236)

よって，µの ζ からのエネルギー差による ψ からの位相ずれ ϕは，

ϕ =
2πp

H

dF (ζ)

dζ

∣∣∣∣
ζ=µ

(µ− ζ) (2.4.237)

=
2πp

H

cℏ
2πe

dA(ζ)

dζ

∣∣∣∣
ζ=µ

(µ− ζ) (2.4.238)

=
2πp

βH
(µ− ζ) (2.4.239)

である．これと，確率密度関数D(z)，z = ϕ/λによって，考えている効果の λが分かる．さ

らに (表 2.4.234)によってその効果の低減係数 Rを求められる．

有限温度の効果

有限温度 T においては，エネルギー εの状態の占有確率はフェルミ分布 f(ε)

f(ε) = 1/
(
1 + e(ε−ζ)/kT

)
(2.4.240)

と表される．これは， ∫ ∞

ε

−df(µ)

dµ
dµ = f(ε) (2.4.241)

と変形できる．つまり温度効果は，確率密度関数 −df(µ)
dµ の温度による概形の変化で表され

る．T = 0のとき，−df(µ)
dµ はデルタ関数になり，[ε,∞]での積分値は，εと ζ の大小関係が

変わるところで 1から 0になる．しかし，T が有限温度のとき，−df(µ)
dµ はデルタ関数では

なくなり，µ = ζ の軸を中心に左右に広がった概形になる．そのため，[ε,∞]での積分値は，

εが ζ に近い値の範囲で緩やかに 1から 0に変化する．温度効果の場合の D(z)は，

−df(µ)

dµ
=

1

2kT [1 + cosh(µ− ζ)/kT ]
(2.4.242)
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であるので，

ϕ

λ
=
µ− ζ

kT
(2.4.243)

よって，

λ =
kT

µ− ζ
　

2πp

βH
(µ− ζ) (2.4.244)

= 2πp
kT

βH
(2.4.245)

(表 2.4.234)により，D(z)に本効果の低減係数 Rは

RT =
πλ

sinhπλ
=

2π2pkT/βH

sinh (2π2pkT/βH)
(2.4.246)

となる．

緩和時間の効果

電子が散乱によって有限の緩和時間 τ を持つときと，エネルギー準位 εr が不確定性原理

によって広がるとき，振動の減衰がもたらされれる．この場合の粒子の存在確率の広がり具

合は次の様に Lorentzianで記述される．

dε

(ε− εr)
2
+ (ℏ/2τ)2

(2.4.247)

ここで，τ を ε から独立しているとみなせる場合，この広がりの効果は真の値 ζ の周りの

フェルミエネルギー µの広がりと同じである．このとき，粒子の µが µから µ+ dµの間に

ある確率は次の量に比例する．

dµ

(µ− ζ)2 + (ℏ/2τ)2
=

dµ( ℏ
2τ

)2(
1 +

(
(µ−ζ)2τ

ℏ

)2) (2.4.248)

(表 2.4.234)より，確率密度関数が Lorentzianの場合の D(z)は 1/1+ z2 であるので次の様

になる．

z = ϕ/λ =
2τ(µ− ζ)

ℏ
(2.4.249)

λで書き換えると，

λ =
ℏ

2τ(µ− ζ)

2πp

βH
(µ− ζ) =

πpℏ
βHτ

(2.4.250)

となる．よって，準位の広がりによる低減係数 RD は，

RD = e−πpℏ/βHτ = e−πp/ωcτ (2.4.251)

となる．この結果は，散乱による効果が温度の効果と似ていることを表している．実際，

x = ℏ/2πkτ (2.4.252)

この様に Dingle温度 xを定義すれば，RD は次の様に変形され，温度効果の低減係数 RT と

形が似ていることが分かる．

RD = exp
(
−2π2pkx/βH

)
(2.4.253)
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電子スピンの効果

一般に，磁場 H をかけると各エネルギー準位はスピン縮退が解けて 2 つに分割される

(ゼーマン分裂)．エネルギー準位の分裂を次の様に表現する．

ε± 1

2
∆ε (2.4.254)

∆ε =
1

2
gβ0H (2.4.255)

ここで β0 = eh/m0cはボーア磁子の２倍を表し，g は g因子を表す．2つの分裂エネルギー

ε± 1
2∆εがフェルミエネルギー ζ を通過するとは，分裂していないエネルギー準位 εが 2つ

のフェルミエネルギー ζ ± 1
2∆εを通過すると仮想的に解釈できる．つまり，ゼーマン分裂で

よって分かれた upスピン電子，downスピン電子それぞれにとってのフェルミエネルギーが

それぞれ ζ ± 1
2∆εとなったと解釈する．よって，cosψ は次の様に 2つ振動の重ね合わせか

らなる．

1

2

{
cos

(
ψ +

1

2
∆ε

dψ

dζ

)
+ cos

(
ψ − 1

2
∆ε

dψ

dζ

)}
= cos

[
1

2
∆ε

dψ

dζ

]
cosψ (2.4.256)

= cos

[
1

2
∆ε

2πp

βH

]
cosψ (2.4.257)

= cos

[
1

2
pπg

m

m0

]
cosψ (2.4.258)

よって，電子スピンの効果による低減係数 RS は，

RS = cos

[
1

2
pπg

m

m0

]
(2.4.259)

g = 2，m = m0 の場合にはこの低減係数 RS は (−1)p に等しい．これはスピン分裂の幅

がちょうどランダウ分裂の幅に等しくなることに対応する [91]．これまでの計算でも見たよ

うに (−1)p は p次の位相シフト pπ に等しい．

2.4.7 Lifshitz-Kosevichの公式

ここまで求めた，低減係数 RT，RD，RS を理想的な熱力学ポテンシャルの式 Ω̃に乗じて，

次の Lifshitz-Kosevichの公式を得る．

Ω̃ =
( e

2πch

)3/2 2kTH3/2V

(A′′)
1/2

∞∑
p=1

exp
(
−2π2pkx/βH

)
cos
[
1
2pπg (m/m0)

]
p3/2 sinh (2π2pkT/βH)

cos

[
2πp

(
F

H
− 1

2

)
± π

4

]
(2.4.260)

この式は，RD を除いて Lifshitz と Kosevich により導かれた [92]．一般にフェルミ面は複

雑であり，任意の磁場方向に対して複数の極値断面がある．それに対応しての F，β(または

m)，g，x が存在する．したがって，総量は多数の寄与の合計であり,それぞれの寄与はパラ

メーターの異なる LK 形式を持つ．
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ただし，Lifshitz-Kosevichの公式は (2.4.104)式のオイラーマクローリンの公式を利用し

ており，量子極限の様な強磁場を扱うには適さない．本研究では強磁場でも有効な理論とす

るために，ランダウ準位の状態和を計算するためにオイラーマクローリンの公式を使用しな

いこととする．

2.5 Fukuyama公式と弱磁場におけるディラック

電子の磁化率

2.5.1 ３次元ディラック電子の模型

ビスマスの L点に実現されるとされるディラック電子のモデルについて説明する．本研究

では３次元ディラック電子として 4× 4のハミルトニアン [39]を採用した．強 SOCをもつ

周期ポテンシャル中の電子を表すハミルトニアンから出発する．k · p理論 [93, 94]を 2バン

ドに適用して [95]，適切にユニタリー変換をするとWolffが示した 4 × 4行列（2つはバン

ドから，2つはスピンから）で表される有効ハミルトニアンになる [39]．さらに速度ベクト

ルの成分 γ を等方的にとることで，等方的Wolffハミルトニアンが導出される．これはディ

ラック方程式 [96] から導出されるハミルトニアンとユニタリー変換で繋がっていることか

ら，固体中のディラックハミルトニアンと呼ばれる．k · p理論のおかげで，磁場の効果は単
純な置き換え (ℏk → π = −iℏ∇ + eA)により取り入れられる [28, 39, 94]．Aはベクトル

ポテンシャルであり，磁束密度 B と B = ∇×Aの関係がある．結果的に次のような磁場

中の等方的WolffハミルトニアンH が得られる．

H =

[
∆ iγπ · σ

−iγπ · σ −∆

]
, (2.5.1)

ここで，γ は速度を表し，エネルギーの原点はバンドギャップの中心で考えられる．σ は

Pauliスピン行列である．実際の固体は一般に異方性があるが，この等方的モデルは様々な

物理的性質の本質を表現するのに十分である [28]．上記のハミルトニアンの固有エネルギー

は以下のように与えらる．

ϵn,σ(kh) = ±

√
∆2 + 2∆

(
jℏωc +

ℏ2k2h
2mh

)
, (2.5.2)

ここで，mh は磁場方向に沿った有効質量である．(mh = mc は等方的なWolffハミルトニ

アンの場合に成立する) j = n + 1/2 + σ/2 = 0, 1, 2, · · · はディラック電子の良い量子数と
なる．式（2.5.2）の符号の前の + (−)は，導電帯（価電子帯）に対応する．式（2.5.2）は

ゲージ不変式であり，これを用いて計算した自由エネルギー，磁化などの結果はゲージ不変

である．ここからは磁場中の等方的Wolffハミルトニアンの導出を説明する．

Luttinger-Kohnによる k · p理論
まず磁場中の理論に展開するときに重要となる k · p理論を主に文献 [28, 94]を参考に説明

する．まず，強 SOCをもつ周期ポテンシャル中の電子を表すハミルトニアンH は次の形
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で表される．

H = H0 + Hsoc (2.5.3)

H0 =
p2

2m
+ V (r) (2.5.4)

Hsoc =
ℏ

4m2
σ · ∇V (r)× p (2.5.5)

これに対して k · p理論を適用する．まずH0 の固有値 εn(k)に属する固有方程式は ϕnk(r)

をブロッホ関数として

H0ϕnk(r) = εn(k)ϕnk(r) (2.5.6)

ϕnk(r) = unk(r)e
ik·r (2.5.7)

と表される．ϕnk(r)の系列は完全系をなす．つまり，

⟨ϕnk, ϕn′k′⟩ =
∫
試料全体

ϕ∗nkϕn′k′dr = δnn′δ (k− k′) (2.5.8)

を満たす．まず，H から考えるのではなく SOCがないH0 を考える．Luttinger-Kohnに

倣って議論を進める．電子系に不純物がある場合のハミルトニアンはH0 + U である．この

ハミルトニアンの固有関数を Ψ(r) とするとこれはブロッホ波動関数 ϕnk(r) の線型結合で

表される．つまり，

Ψ(r) =
∑
n

∫
dkĀn(k)ϕnk(r)　 (2.5.9)

である．ここで，エネルギー分散の極値をとる波数ベクトルを k0 として次の関数 χnk(r)を

定義する．

χnk(r) = unk0
(r)eik·r (2.5.10)

ここが k · p理論の味噌である．この系列 χnk(r)のおかげで nと k が変数分離できる．ま

た，χnk(r)の系列は完全系をなし，次の正規直交性を持つ．

⟨χnk|χn′k′⟩ = δ
(
k′ − k

)
δnn′ (2.5.11)

これは次のように示すことができる．(2.5.8)式の正規直交性に対応して，

⟨χnk, χn′k′⟩ =
∫
ei(k

′−k)·ru∗nk0
un′k0

dr (2.5.12)

ここで，u∗nk0
と un′k0

は結晶の周期性を持つ周期関数であるので，

u∗nk0
un′k0 =

∑
m

Bm
nn′

e−iKm·r (2.5.13)

とフーリエ級数で書ける．Km は逆格子ベクトルである．よって，(2.5.12)式は，

⟨χnk, χn′k′⟩ =
∫
ei(k

′−k)·r
∑
m

Bm
nn′

e−iKm·rdr (2.5.14)

=

∫
dr
∑
m

Bm
nn′

ei(k
′−k−Km)·r (2.5.15)

= (2π)
3
∑
m

Bm
nn′

δ(k′ − k −Km) (2.5.16)



2.5 Fukuyama公式と弱磁場におけるディラック電子の磁化率 41

ここで，
∑
m をとって有限に残る項は k′ − k −Km = 0を満たす項である．しかし，この

関係を満たすことができる mは m = 0以外にない．なぜなら k′ と k は第一 BZに存在す

るからである．K0 = 0に注意して，

⟨χnk, χn′k′⟩ = (2π)
3
B0

nn′
δ(k′ − k) (2.5.17)

また，(2.5.13)式の逆フーリエ変換は

Bm
nn′

=
1

Ω

∫
cell

eiKm·ru∗nk0
un′k0

dr (2.5.18)

したがって，unk は，nと kについて正規直交系をなすことに注意すると

B0
nn′

=
1

Ω

∫
cell

u∗nk0
un′k0

dr =
1

(2π)3
δnn′ (2.5.19)

となる．したがって，(2.5.11)式が示された．

次に任意の関数 f(r) に対する {ϕnk(r)} から {χnk(r)} への基底変換を考える．unk(r)
を系列 {unk0}n の線型和で展開することができる．つまり，

unk(r) =
∑
n′

bnn′(k)un′k0(r) (2.5.20)

である．これによって，もともとブロッホ関数の平面波に対する周期変調関数 unk(r)はこ

の系列のそれぞれのバンド端 k0 での情報で表現された．任意の周期関数はバンド端のブ

ロッホ関数で表現できる．系列 {unk0
}n は周期関数に関して完全系をなす．ϕnk(r)の系列

は完全系なので任意の関数 f(r)は次のように展開できる．

f(r) =
∑
n

∫
dkgn(k)ϕnk(r) (2.5.21)

=
∑
n

∫
dkgn(k)e

ik·runk (2.5.22)

=
∑
n,n′

∫
dkgn(k)e

ik·rbnn′(k)un′k0(r) (2.5.23)

=
∑
n,n′

∫
dkgn(k)bnn′(k)χn′k(r) (2.5.24)

=
∑
n′

∫
dkḡn′(k)χn′k(r) (2.5.25)

となる．ここでの変形は (2.5.7)式，(2.5.20)式，(2.5.10)式を利用した．さらに，

ḡn(k) =
∑
n′

gn′(k)bn′n(k) (2.5.26)

と定義した．このように任意の関数 f(r)は {ϕnk(r)}から {χnk(r)}へ基底変換できる．
これをハミルトニアンH0 +U の固有関数 Ψ(r)に適用する．(2.5.9)式は次のように完全

系 {χnk(r)}で表現できる．

Ψ(r) =
∑
n

∫
dkAn(k)χnk (2.5.27)
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このとき，ハミルトニアンH0 + U の固有方程式は∑
n′

∫
dk′ ⟨χnk|H0 + U |χn′k′⟩An′

(
k′) = ϵAn(k) (2.5.28)

と表すことができる．

この行列成分 ⟨χnk|H0 + U |χn′k′⟩を求めることになるのだが，我々は今は U に興味はな

い．U = 0として ⟨χnk|H0|χn′k′⟩を求めることにする．U が有限の場合は以下の計算を同
様に進めれば導出できる．まず，p = −iℏ∇ として，pϕnk(r) と p2ϕnk(r) を求めておく

[97]．∇が作用するのは unk(r)と eik·r であることに注意して，

pϕnk(r) = −iℏ∇
(
unk(r)e

ik·r) (2.5.29)

= ℏkunk(r)eik·r + eik·rpunk (2.5.30)

また，

p2ϕnk(r) = (−iℏ∇)(ℏkunk(r)eik·r + eik·rpunk) (2.5.31)

= ℏ2k2unk(r)eik·r + 2ℏkeik·rpunk + eik·rp2unk (2.5.32)

= (ℏk)2unk(r)eik·r + eik·r(2ℏk · p)unk + eik·rp2unk (2.5.33)

ここで，eik·r はスカラーであることに注意した．この変形は χnk(r)についても同様なので

次の関係式を得る．

p2χnk(r) = (ℏk)2unk0(r)e
ik·r + eik·r(2ℏk · p)unk0 + eik·rp2unk0 (2.5.34)

を得る．次にH0χnk(r)を求めておく．

H0χnk(r) =

(
p2

2m
+ V (r)

)
χnk(r) (2.5.35)

=
1

2m

[
(ℏk)2unk0(r)e

ik·r + eik·r(2ℏk · p)unk0 + eik·rp2unk0

]
+ V (r)χnk(r)

(2.5.36)

=
ℏ2k2

2m
unk0(r)e

ik·r + eik·r
ℏk · p
m

unk0 + eik·r
p2

2m
unk0 + V (r)χnk(r)

(2.5.37)

= eik·r
ℏ2k2

2m
unk0(r) + eik·r

ℏk · p
m

unk0 + eik·r
p2

2m
unk0 + eik·rV (r)unk0(r)

(2.5.38)

= eik·r
(
ℏ2k2

2m
+

ℏk · p
m

)
unk0(r) + eik·rH0unk0 (2.5.39)

したがって，次の交換関係が成り立つ．

[H0, e
ik·r] = eik·r

(
ℏ2k2

2m
+

ℏk · p
m

)
(2.5.40)
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したがって，⟨χnk|H0|χn′k′⟩は，

⟨χnk|H0|χn′k′⟩ =
∫
dre−ik·ru∗nk0

(r)H0e
ik′·run′k0(r) (2.5.41)

=

∫
dre−ik·ru∗nk0

(r)

[
eik

′·r

(
ℏ2k′2

2m
+

ℏk′ · p
m

)
+ eik

′·rH0

]
un′k0(r)

(2.5.42)

=

∫
drei(k

′−k)·ru∗nk0
(r)

[
ℏ2k′2

2m
+

ℏk′ · p
m

+ H0

]
un′k0(r) (2.5.43)

=

∫
drei(k

′−k)·ru∗nk0
(r)

[
ℏ2k′2

2m
+

ℏk′ · p
m

+ εn′(0)

]
un′k0(r) (2.5.44)

ここで，(2.5.6)式より，H0unk0 = εn(0)unk0 であることを使った．ϕn0 = unk0 に注意す

る．以降 εn′(0) = εn′ とおく．また，次の式の左辺が結晶の周期性を持つ周期関数であるの

で，それをフーリエ級数で表す．

u∗nk0
(r)

[
ℏ2k′2

2m
+

ℏk′ · p
m

+ εn′

]
un′k0(r) =

∑
m

Cnn
′

m e−iQm·r (2.5.45)

よって，

⟨χnk|H0|χn′k′⟩ =
∑
m

Cnn
′

m

∫
drei(k

′−k−Qm)·r (2.5.46)

= (2π)3
∑
m

Cm
nn′

δ
(
k′ − k −Qm

)
(2.5.47)

= (2π)3C0
nn′

δ
(
k′ − k

)
(2.5.48)

(2.5.45)式より

Cm
nn′

=
1

Ω

∫
cell

eiQm·ru∗nk0

[
ℏ2k′2

2m
+

ℏk′ · p
m

+ εn′

]
un′k0

dr (2.5.49)

C0
nn′

=
1

Ω

∫
cell

u∗nk0

[
ℏ2k′2

2m
+

ℏk′ · p
m

+ εn′

]
un′k0

dr (2.5.50)
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である．したがって，

⟨χnk|H0|χn′k′⟩ = (2π)3

Ω
δ
(
k′ − k

) ∫
u∗nk0

[
ℏ2k′2

2m
+

ℏk′ · p
m

+ εn′

]
un′k0

dr (2.5.51)

=
(2π)3

Ω
δ
(
k′ − k

) ∫
dru∗nk0

(r)

[
ℏ2k′2

2m
+ εn′

]
un′k0(r)

+
(2π)3

Ω
δ
(
k′ − k

) ∫
dru∗nk0

(r)

[
ℏk′ · p
m

]
un′k0(r) (2.5.52)

=
(2π)3

Ω
δ
(
k′ − k

) [ℏ2k′2
2m

+ εn′

]∫
dru∗nk0

(r)un′k0(r)

+
(2π)3

Ω
δ
(
k′ − k

) ∫
dru∗nk0

(r)

[
ℏk′αpα

m

]
un′k0(r) (2.5.53)

= δ
(
k′ − k

) [
εn′ +

ℏ2k′2

2m

]
δnn′ + δ

(
k′ − k

) ℏk′αpαnn′

m
(2.5.54)

= δ
(
k′ − k

) [(
εn′ +

ℏ2k′2

2m

)
δnn′ +

ℏk′αpαnn′

m

]
(2.5.55)

ただし，

pαnn′ =
(2π)3

Ω

∫
dru∗nk0

(r)pαun′k0(r) (2.5.56)

とおいた．これは pαnn = 0, pαnn′ = pαn′n = (pαnn′)∗ を満たす．前者は pαnn(k) =

m∂ϵn(k)/∂kα がバンド端で 0 になるからである．また，後者は系が空間反転対称性を

持つことに由来する．整理すると結果的に，

⟨χnk|H0|χn′k′⟩ = δ
(
k − k′) [(εn +

ℏ2k2

2m

)
δnn′ +

ℏkαpαnn′

m

]
(2.5.57)

となる．

さて，H0 ではなく，SOC 項を含んだ H の場合を求めたい．この場合には ϕnk(r)，

unk(r)，χnk に対応する ϕ̄nk(r)，ūnk(r)，χ̄nk を定義して，pαnn′ を次の πnn′α で置き換え

ればよい [94]．

πnn′
α =

(2π)3

Ω

∫
ūnk0(r)

∗
(
pα +

ℏ
4m

(σ ×∇V )α

)
ūn′k0(r)dr (2.5.58)

議論の流れも同様にH +U なるハミルトニアンを同様に考えて，最後に U = 0とすればよ

い．以降はH の量として ϕ̄nk(r)，ūnk(r)，χ̄nk を ϕnk(r)，unk(r)，χnk と書き，πnn′α

を pαnn′ で書くことにする．こららの関係式を用いるとハミルトニアンH の固有方程式は

∑
n′

[
δnn′

(
ϵnk0 +

ℏ2k2

2m

)
+

ℏ
m
k · pnn′

]
An′(k) = ϵAn(k) (2.5.59)

と変形できる．
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Wolffハミルトニアン

ここでは主に文献 [28]を参考に説明する．(2.5.59)式を２バンドモデルに対して適用する

[95]．ただし，バンド端近傍において ℏ2k2/2mが十分に小さいと仮定し，固有値 ϵの代わり

に E を考える．伝導帯と価電子帯についてスピンを考慮した基底を A1, A2, A3, A4 とする

と２バンドモデルに対して適応したハミルトニアンの固有方程式は次の様に変形できる．
∆ 0 ℏk · t ℏk · u
0 ∆ −ℏk · u∗ ℏk · t∗

ℏk · t∗ −ℏk · u −∆ 0
ℏk · u∗ ℏk · t 0 −∆




A1

A2

A3

A4

 = E


A1

A2

A3

A4

 (2.5.60)

ただし，ϵ1k0 = ϵ2k0 = ∆, ϵ3k0 = ϵ4k0 = −∆を用いた．したがってエネルギーギャップ

2∆である．速度演算子 vnn′ を

vnn′ = pnn′/m (2.5.61)

とすると反転中心を持つ結晶の波動関数の対称性によって v11 と v22 は 0であり，v12,21 =

v34,43 = 0となる [98]．さらに時間反転対称性と空間反転対称性から、

v13 = v42 ≡ t (2.5.62)

v14 = −v32 ≡ u (2.5.63)

が成り立ち，速度演算子の行列表示 t，uを定める．(2.5.60)式は SOCがない場合も含んで

いるが，以降は (|u| ≃ |t|)とし SOCが大きいことを仮定する．Re(t), Im(t),Re(u), Im(u)

の 4つの変数を決定することで 2バンドモデルを指定できる．Wolffは Re(t) = 0とする基

底を使用することで，変数を 3に減らした．この基底に変換することで 2バンドモデルの固

有方程式は次の様に変形される．

H = ∆β + iℏk ·

[
3∑

µ=1

W (µ)βαµ

]
(2.5.64)

ただし，

W (1) = Im(u) (2.5.65)

W (2) = Re(u) (2.5.66)

W (3) = Im(t) (2.5.67)

とし，α と β は以下のように定義されるディラック方程式に登場する量である．σµ はパウ

リのスピン行列とする．

αµ =

(
0 σµ
σµ 0

)
, β =

(
I 0
0 −I

)
(2.5.68)

H はWolff ハミルトニアンと呼ばれる．このハミルトニアンは， 他のバンドからエネル

ギー的に孤立している伝導帯と価電子帯の 2バンドで書け，時間反転対称性と空間反転対称

性がある，SOCが強い電子系のハミルトニアンとして有効である．(2.5.64)式のWolffハミ
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ルトニアンH のエネルギー固有値は，

E = ±

√√√√∆2 +

3∑
µ=1

[ℏk ·W (µ)]2 (2.5.69)

と求められる．このハミルトニアンに次の様な等方的な速度

W (1) = (γ, 0, 0) (2.5.70)

W (2) = (0, γ, 0) (2.5.71)

W (3) = (0, 0, γ) (2.5.72)

を導入すると，次のような等方的WolffハミルトニアンHiso が得られる．

Hiso =

(
∆ iℏγk · σ

−iℏγk · σ −∆

)
(2.5.73)

Hiso とディラック方程式 [96]から導出されるハミルトニアンの間にはあるユニタリー変換

が存在する．このことから等方的WolffハミルトニアンHiso は固体中のディラックハミル

トニアンと呼ばれる [28]．

次に，磁場中のWolff 模型について述べる．k · p 理論のおかげで，磁場の効果は単純な
置き換え (ℏk → π = −iℏ∇ + eA) により取り入れられる [28, 94]．A はベクトルポテン

シャルであり，磁束密度 B と B = ∇×Aの関係がある．これは基底をブロッホ関数の系

列 {ϕnk(r)}から {χnk(r)}の系列に変換 (または {unk(r)}の系列から {un′k0
}の系列への

変換)したことよる恩恵である．結果的に次のような磁場中のWolffハミルトニアンH が

得られる．

H = ∆β + iπ ·

[
3∑

µ=1

W (µ)βαµ

]
(2.5.74)

=

(
∆ iπ ·Λ

−iπ ·Λ −∆

)
(2.5.75)

ただし，Λ =
∑3
µ=1 W (µ)σµ である．このハミルトニアンの固有方程式はH 2 の固有方程

式を考えることで求めることができる．

H 2ψ =

(
∆2 + (π ·Λ)2 0

0 ∆2 + (π ·Λ)2

)
ψ = E2ψ (2.5.76)

(π ·Λ)2 の変形は次のようになる．

(π ·Λ)2 =
∑
ij

(πiΛi) (πjΛj) (2.5.77)

=
1

2

∑
ij

{πi (ΛiΛj +ΛjΛi)πj +ΛiΛj [πi, πj ]} (2.5.78)

= 2∆
π · α̂ · π

2
− 2∆

(
ℏeΩ
2∆

∑
k

∑
i

σiQk(i)Bk

)
(2.5.79)
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ただし，

Q(i) =
[W (j)×W (k)]

Ω
(i, k, j : cyclic ) (2.5.80)

Ω = W (1)×W (2) ·W (3) (2.5.81)

を用いた．さらに

µ∗ =
ℏeΩ
2∆

∑
µ

σµQ(µ) (2.5.82)

αij =
1

∆

∑
µ

Wi(µ)Wj(µ) (2.5.83)

を定める．µ∗ はバンドの極値付近のスピン磁気モーメントであり，α̂は逆有効質量テンソル

である．ハミルトニアンは次の様に変形できる．

H 2ψ =

(
∆2 + 2∆H∗ 0

0 ∆2 + 2∆H∗

)
ψ = E2ψ (2.5.84)

H∗ =
π · α̂ · π

2
+ µ∗ ·B (2.5.85)

H∗ は一般的な磁場中電子のハミルトニアンと形が等しい．第一項はランダウ準位であり，

第二項はゼーマン項である．ただし，裸の電子に対するゼーマン項ではなく，SOCによる電

子の軌道運動から生じる有効ゼーマン項である．よって，(2.5.85)式の第 1項は，

ℏωc

(
n+

1

2

)
+

ℏ2k2h
2mh

(2.5.86)

となる [99]．kh は磁場に並行な波数成分である．また ωc =
eB
mc
はサイクロトロン振動数で

ある．サイクロトロン有効質量mc は

mc =

√
det m̂

mh
(2.5.87)

である．ここで，m̂ = α̂−1 は質量テンソルであり，h を磁場に並行な単位ベクトルとする

と，mh = h · m̂ · hは磁場方向の有効質量である．(2.5.85)式の第 2項であるゼーマン項に

ついて変形をすると次のようになる．

(µ∗ ·B)
2
=

(
ℏeΩ
2∆

)
B · Â ·B (2.5.88)

Aij =
∑
µ

Qi(µ)Qj(µ) =
∆2

Ω2

m̂ij

det m̂
(2.5.89)

したがって，

µ∗ ·B = ±ℏeB
2

√
mh

det m̂
= ±1

2
ℏωc (2.5.90)

となる．よって，H ∗ のエネルギー固有値 E∗ は，

E∗ = ℏωc

(
n+

1

2
± 1

2

)
+

ℏ2k2h
2mh

(2.5.91)
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となって，H のエネルギー固有値 E は，

En,σ = ±

√
∆2 + 2∆

{
ℏωc

(
n+

1

2
± 1

2

)
+

ℏ2k2h
2mh

}
(2.5.92)

と求まった．この式から分かる様に，El,+ と El+1,− のランダウ準位は縮退している．ま

た，最低ランダウ準位 E0− は磁場に依存しない．自由電子においてはランダウ準位の間隔と

ゼーマン分裂の間隔が同じあり，軌道とスピンの量子数が独立に状態いを指定する．Wollf

電子においてもランダウ準位の間隔 ℏωc と有効ゼーマン分裂の間隔 g∗µBB (g∗ = 2m
mc

)が同

じありが，これらは独立にWollf電子の状態を指定しない．これは El,+ と El+1,− のランダ

ウ準位が縮退していることから分かる．つまり，次で定める j のみがWollf電子におけるよ

い量子数となる．

j = n+
1

2
± 1

2
(2.5.93)

このようになる原因は強いスピン軌道相互作用によって，軌道運動量とスピン角運動量が完

全に混ざるためである．

2.5.2 バンド間磁場効果

バンド間磁場効果とは結晶の周期ポテンシャル中を運動する Bloch電子が結晶の周期性を

持たないベクトルポテンシャルの影響を受けてバンド間を行き来する効果のことである．ベ

クトルポテンシャル Aは Blochバンド間の行列要素を持つので，単一の Blochバンドのみ

に影響を与えるだけでなく，バンド全体に影響を与える．Bloch表示では周期関数部分と平

面波の両方で磁場 A の効果を取り入れる必要があり計算が複雑になる．しかし，前項で説

明したように k · p理論を用いることにより簡単かつ厳密に磁場効果を取り入れることができ
る．磁場中のWolffモデルでは，k · p理論を用いて２バンド模型に対して磁場の効果を厳密
に取り入れたモデルになっている．したがってこのモデルはバンド間磁場効果が考慮されて

いる．磁場Aによって (2.5.1)式の非対角項が大きくなり，伝導帯と価電子帯間の遷移確率

が大きくなる．つまり，図 2.5.1のように伝導帯と価電子帯の状態間で電子が飛び移ること

になる．よって，フェルミエネルギー近傍の電子だけでなく，フェルミ海の深い所に詰まっ

ている電子も軌道磁性に寄与する．

2.5.3 ディラック電子の磁化率

ビスマスはその合金の反磁性磁化率は通常用いられる次に示す Landau-Peierls(LP)の公

式によっては求められない．

χLP =
e2

6π3c2

∑
n,k

{
∂2En
∂k2x

∂2En
∂k2y

−
(
∂2En
∂kx∂ky

)2
}
∂f (En)

∂En
(2.5.94)

それは，それらの電子系は一般にはバンド間磁場効果が大きいとされるディラック電子系で

あり，LP公式は後にそれがバンド間磁場効果と関係があると分かるハミルトニアンの非対
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図 2.5.1: バンド間磁場効果の概念図．バンド間磁場効果とは結晶の周期ポテンシャル中を運動する

Bloch 電子が結晶の周期性を持たないベクトルポテンシャルの影響を受けてバンド間を行き来する効

果のこと．磁場存在下では特定のバンド内の寄与のみを考えてはならない．磁場によって伝導帯と価電

子帯間の遷移確率が大きくなり伝導帯と価電子帯の状態間で電子が飛び移る様子を表している．

角項を無視するという近似をしていたことに起因する．ビスマスはバンド構造として L点に

ディラック電子を持っており [31]，バンド間磁場効果がとても大きい物質である．このため，

ビスマスの反磁性を説明するには LP公式は適さなかった．1970年に Fukuyamaと Kubo

によって，バンド間磁場効果も取り入れたビスマスの磁化率が初めて計算された [40]．しか

しこの理論は厳密性は保っているものの計算が複雑であった．これを 1971年に Fukuyama

は Bloch表示ではなく，Luttinger-Kohn表示を採用することで障壁を乗り越え，バンド間

磁場効果も取り入れた磁化率の公式が次の様に求めらた [100]．

χ =
e2

2c2
T
∑
n,k

Tr [G vxG vyG vxG vy] (2.5.95)

ここで，nは松原振動数のインデックスを表し，G は行列形式の温度グリーン関数 G (k, iεn, )

であり，vi は i方向の速度演算子である．スピンの縮退数 2がトレースに含まれている．こ

れが Fukuyama公式である．この式をディラック電子に適用することにより，ディラック電

子の磁化率を得ることができる．系がディラック電子の場合に対応する G と vi は次の様に
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図 2.5.2: ディラック電子の磁化率 χの化学ポテンシャル依存性 [28]．
∣∣ µ
∆

∣∣ ≤ 1が絶縁体領域．それ以

外が金属領域である．ディラック電子の磁化率は絶縁体領域で最大になる．これは磁化率が状態密度に

比例する表式である LP公式では導出できない結果である．

なる．

G (k, iεn) =
1

(iε̃n)
2 − E2

(
iε̃n +∆ iγk · σ
−iγk · σ iε̃n −∆

)
, (2.5.96)

v =

(
0 iγσ

−iγσ 0

)
, (2.5.97)

ここで，E2 = ∆2 + γ2 である．Γは不純物散乱の影響を表し，ε̃n = εn +Γ sgn (εn)として

表される．Γが一定であると仮定して計算を進めると次の結果が得られる．

χ =
e2|γ|
12π2c2

∫ ∞

−∞
dεf(ε)

 1√
ε2+ −∆2

− 1√
ε2− −∆2

 (2.5.98)

ただし，ε± = ε± iΓであり，平方根のブランチカットは正の実軸に沿って取ることとする．

絶対零度かつ Γ → 0とするとき，磁化率の化学ポテンシャル依存性は次の様になる．

χ =

−2χ0 ln

(
Ec

|µ|+
√
µ2−∆2

)
(|µ| > ∆)

−2χ0 ln
(
2Ec

∆

)
(|µ| < ∆)

(2.5.99)

ここで，χ0 = e2|γ|
12π2c2 であり，Ec はカットオフエネルギーを表す．(2.5.98)式を図示したも

のが図 2.5.2である．χは |µ| < ∆の場合に最大値を取る．これはバンド間に渡る磁場の効

果つまり，バンド間磁場効果に起因している．この様にディラック電子の磁化率は化学ポテ

ンシャルがバンドギャップ中に入り，状態密度が消失したところでが最大値を示す．LP公
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式によると反磁性磁化率は状態密度に比例するので，LP公式ではディラック電子の磁化率

は正しく導出できないことが分かる．(2.5.95)式は上述した様に Luttinger-Kohn表示に基

づくものであるが，これを Bloch表示したものが 2015年に Ogataと Fukuyamaによって

示された [101]．これにより Bloch電子の磁化率が解明された．もともとこの Bloch表示に

よるバンド間磁場効果を厳密に取り入れた磁化率は Hebborn らによって得られていたが，

これらの結果は複雑であり，実際に使用するには非常に困難であった [33, 102, 103]．

ここで， (2.5.99)式を本論文中の表式に変形しておく．

χ =
∂M

∂H
= µ0

∂M

∂B
= µ0

βℏe
mM

∂M

∂Ωc
(2.5.100)

ここで，M /M0 = Q(無次元量)とすると，

χ = µ0
βℏe
mM

M0
∂Q

∂Ωc
(2.5.101)

=
e2

ℏ
µ0√
βm

1

M

∂Q

∂Ωc
(2.5.102)

となる．(2.5.99)式において等方的Wolff模型の場合，m∗
c =

∆
γ2 であるのでこの場合 χ0 は，

χ0 =
e2

12π2c2

√
∆

m∗
c

(2.5.103)

となる．この量の次元を解析すると次の様になる (=̌については付録参照)．

χ0=̌
(A · s)2

(ms−1)
2

√
m2 · kg · s−2

kg
(2.5.104)

= A2 · s2m−1s (2.5.105)

したがって，

χ0µ0
1

ℏ
=̌TM(J · s)−1 (2.5.106)

= TM
(
m2 · kg · s−2 · s

)−1
(2.5.107)

= TM
(
L2MT−1

)−1
(2.5.108)

= TML−2M−1T (2.5.109)

= T 2L−2 (2.5.110)

これは c−2 の次元と同じである．よって，χ0 に対して c = 1とし，µ0

ℏ を乗ずることで，無

次元の磁化率 χ0 を得る．

χ0 =
1

12π2

e2µ0

ℏ

√
∆

m∗
c

(2.5.111)

χ0 を χ̄0 として，表式を本論文の文字で書き換えると，

χ =

−2χ0 ln

(
Ecc

|η|+
√
η2−δ2

)
(|η| > δ)

−2χ0 ln
(

2Ecc
δ

)
(|η| < δ)

(2.5.112)
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χ0 =
1

12π2

√
δ√
M

e2

ℏ
µ0√
βm

(2.5.113)

したがって次の様になる．

χ

/(
e2

ℏ
µ0√
βm

)
=


−1
6π2

√
δ√
M

ln

(
Ecc

|η|+
√
η2−δ2

)
(|η| > δ)

−1
6π2

√
δ√
M

ln
(

2Ecc
δ

)
(|η| < δ)

(2.5.114)

(2.5.98)式については

χ = χ0

∫ ∞

−∞
dεf(ε)

(
1√

(ε+ iΓ)2 −∆2
− 1√

(ε− iΓ)2 −∆2

)
(2.5.115)

同様に，χ0 を χ̄0 として，表式を本論文の文字で書き換えると，

χ = χ0

∫ ∞

−∞
dE

1

1 + exp(E − η)

(
1√

(E + ir)2 − δ2
− 1√

(E − ir)2 − δ2

)
(2.5.116)

よって，

χ

/(
e2

ℏ
µ0√
βm

)
=

1

12π2

√
δ

M

∫ ∞

−∞
dE

1

1 + exp(E − η)

(
1√

(E + ir)2 − δ2
− 1√

(E − ir)2 − δ2

)
(2.5.117)

2.5.4 ディラック電子の磁化の起源

弱磁場領域かつ絶対零度の条件下でディラック電子の伝導帯から常磁性寄与が出ること

は Koshino と Ando によって最初に記述された [25]．ここでは弱磁場においてディラック

電子の伝導帯寄与は常磁性，自由電子の磁化は反磁性になることを説明する．これを通し

て弱磁場においてディラック電子の磁化の価電子帯の寄与は反磁性であることも説明する．

最初に，自由電子とディラック電子の伝導帯寄与に焦点を当てる．自由電子とディラック

電子の伝導帯はどちらも下凸バンドであるが，両者はエネルギー分散の形の違いに起因し

て，弱磁場において自由電子の磁化は反磁性に，ディラック電子の磁化の伝導帯寄与は常磁

性になる [28, 104]．ℏωcn ≤ E⊥ ≤ ℏωc(n + 1) で表現されるエネルギー区間を I(n) とす

る．自由電子の場合，有限磁場でも磁場 0でも各区間 I(n)の平均エネルギーは変わらない．

よって磁場を印加してもフェルミエネルギー以下の深いところの自由エネルギーは不変で

ある．ただし，最高ランダウ準位のみ自由エネルギーを正にシフトさせる．磁化は自由エネ

ルギーを磁場で微分し，符号を変えたものである．よって自由電子の磁化は反磁性になる．

ℏωcj ≤ E⊥ ≤ ℏωc(j + 1)で表現されるエネルギー区間を I(j)とする．ディラック電子の場

合は，有限磁場と磁場 0では各区間 I(j)の平均エネルギーが異なる．そのためエネルギー全

体でエネルギーの利得と損失が相殺されない．伝導帯は各区間 I(j) において有限磁場での

平均エネルギーは磁場 0での平均エネルギーより低い．よって，磁場によって伝導帯の自由

エネルギーは負にシフトする．故にディラック電子の伝導帯から常磁性が出る．
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図 2.5.3: 弱磁場における磁化の微視的起源．左がディラック電子の伝導帯，右が自由電子に関する図

である．磁場に垂直な 2 次元平面考える．E⊥ はその平面での電子の運動エネルギーであり，D(E⊥)

はその平面での B = 0 における電子の状態密度である．つまり，E⊥D(E⊥) は，エネルギー区間

[E⊥, E⊥ +∆E⊥]におけるエネルギー密度を表す．あるエネルギー区間での積分がその区間でのエネ

ルギーになる．B ̸= 0 における上向きスピンおよび下向きスピンのランダウ準位は，それぞれ青線と

赤線で示す．2 次元ディラック電子の状態密度は D(E⊥) ∝ E⊥ であるので，E⊥D(E⊥) ∝ E2
⊥ であ

る．2次元自由電子の場合はD(E⊥) ∝ 定数であるので，E⊥D(E⊥) ∝ E⊥ である．図の濃い青線は，

ディラック電子であれば ℏωcj ≤ E⊥ ≤ ℏωc(j + 1)で表現されるエネルギー区間 I(j)，自由電子であ

れば ℏωcn ≤ E⊥ ≤ ℏωc(n+ 1)で表現されるエネルギー区間 I(n)を区分する線である．B = 0にお

ける各区間 I でのエネルギー (水色領域)の平均が黒破線で示されている．この水色領域のエネルギー

を担う電子は B ̸= 0 において各ランダウ準位に凝縮する．各区間 I でのランダウ準位の平均エネル

ギーを灰色破線で表す．すると，自由電子では各区間 I(n) における B = 0 のエネルギー凝縮前の平

均エネルギー (黒破線)と B ̸= 0のエネルギー凝縮後の平均エネルギー (灰色破線)が等しい．よって，

磁場を印加してもフェルミエネルギー以下の深いところのエネルギーは不変である．ただし，最高ラン

ダウ準位のみエネルギーを正にシフトさせる．よって自由電子の磁化は反磁性になる．ディラック電子

の伝導帯寄与については各区間 I(j) における B = 0 のエネルギー凝縮前の平均エネルギー (黒破線)

よりも B ̸= 0 のエネルギー凝縮後の平均エネルギー (灰色破線) の方が小さい．よって，全ての区間

I(j) において磁場によって伝導帯のエネルギーは負にシフトする．故にディラック電子の伝導帯から

常磁性が出る．最後にディラック電子の価電子帯寄与は同様の議論により反磁性が出る．
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本研究では等温，等積，等密度の電子系を考える．次のように記述されるよく知られた方

法に基づいて，磁化M を計算した [86]．解析計算の流れは次の通りである．1) 電子系の状

態密度を求る．2) キャリア数を求め，3) 数値計算により化学ポテンシャルの磁場依存性を

求める．4) ヘルムホルツの自由エネルギーを求め，磁場で微分することで磁化を計算する．

まず，電子系の状態密度 ρ(ϵ)は以下のように与えらる．

ρ(ϵ) =
1

V

∑
n,kh,σ

δ(ϵ− ξn,kh,σ)
eB

2πℏ
LxLy, (3.0.1)

ここで，V (= LxLyLz)は系の体積，nはランダウ準位の指標，kh は磁場に平行な波数，σ

はスピン自由度を表し，ξ は状態 (n, kh, σ)にある電子のエネルギー，eは素電荷，ℏはディ
ラック定数である．eB/2πℏ はランダウ縮重度に対応する．キャリア数 N は次のように求

められる．

N = V

∫ ∞

−∞
ρ(ϵ)f(ϵ)dϵ, (3.0.2)

ここで，f(ϵ)はゼロ磁場におけるフェルミ分布関数を表す．ヘルムホルツ自由エネルギー F

は以下のように表される．

F = µN − β−1
∑
n,kh,σ

ln(1 + e−β(ξ−µ))
eB

2πℏ
LxLy, (3.0.3)

ここで，µは化学ポテンシャル，β = 1/kBT，kB はボルツマン定数，T は温度である．系

の磁化M は，F を B で微分することで得られる．

M = − 1

V

∂F

∂B
. (3.0.4)

本研究では，ランダウ準位の状態和はオイラーマクローリン展開を用いずそのまま計算をす

る．オイラーマクローリン展開は弱磁場/高温極限でのみ有効であり [82]，自由エネルギーを

磁場と温度の関数として求めることができないからである．なお，ランダウレベルの和の上

限は十分大きな値をとるとする．

まず，自由電子の磁化を計算する．ここで化学ポテンシャル µ の磁場 B と温度 T 依存

性が特に量子極限で磁化M に重要な役割を果たすことを示し，しばしば見過ごされている
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µ(B, T )の重要性を説明する．その後次章において本題であるディラック電子の磁化につい

て説明する．

自由電子における化学ポテンシャルは，弱磁場領域においては，磁場に対してほぼ依存し

ない．しかし，磁場が十分に強く，系が QLに近づいた場合，キャリア数 N を保持するため

に化学ポテンシャル µは B によって著しく変化する．この µの磁場依存性は，M の磁場依

存性を大きく変化させる可能性がある．Peierls[80]と Blackman[81]による強磁場における

自由電子の軌道磁化に関する 2つの先駆的な研究がある．しかし，これらの研究では µの磁

場依存性を考慮していないため QLでは有効ではない結果を導いている．さらに，本研究で

は，µの温度依存性も考慮した．ここでは，B と T に依存する化学ポテンシャルを µ(B, T )，

B と T に依存しない固定した化学ポテンシャルを µ0 と記すことにする．

3.1 状態密度
状態密度は次の様に定義される．

ρ(ε) =
1

V

∑
state

δ (ε− ξstate) (3.1.1)

状態 stateが n，σ，kで特徴づけらる場合は次の様に書き下すことができる．

ρ(ε) =
1

V

∑
(n,σ,k)

δ(ε− ξ(n,σ,k)) (3.1.2)

=
1

V

∑
(n,σ)

∑
k

δ(ε− ξ(n,σ,k)) (3.1.3)

=
1

V

∑
(n,σ)

Np
∑
kz

δ(ε− ξ(n,σ,kz)) (3.1.4)

ここで Np = eB
2πℏLxLy とする．

eB
2πℏ はランダウ縮重度であるので，これは資料の 2次元面

LxLy に含まれる状態数を表す．計算を進めると，

ρ(ε) =
1

V

∑
(n,σ)

eB

2πℏ
LxLy

∑
kz

δ
(
ε− ξ(n,σ,,kz)

)
(3.1.5)

=
1

V

∑
(n,σ)

eB

2πℏ
LxLy

Lz
2π

∫
dkzδ

(
ε− ξ(n,σ,kz)

)
(3.1.6)

=
∑
(n,σ)

eB

2πℏ
1

2π

∫
dkzδ

(
ε− ξ(n,σ,kz)

)
(3.1.7)
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となる．ここで，ε− ξ(n,σ,kz) = f(kz)とおき，その解を ai とする．すると，次の様に書き

換えることができる．

ρ(ε) =
eB

2πℏ
1

2π

∑
(n,σ)

∫
dkzδ (f(kz)) (3.1.8)

=
eB

2πℏ
1

2π

∑
(n,σ)

∫
dkz

(∑
i

1

|f ′ (ai)|
δ (kz − ai)

)
(3.1.9)

=
eB

2πℏ
1

2π

∑
(n,σ)

(∑
i

1

|f ′ (ai)|

)
(3.1.10)

自由電子の磁場中の分散は kz の２次であり，f(kz)の解は ξ 軸に関して対称な 2点 (これを

aと b = (−a)とする)であるので，次の様に書き換えられる．

ρ(ε) =
eB

2π2ℏ
∑
(n,σ)

1

|f ′ (a)|
(3.1.11)

また，

1

|f ′ (kz)|
=

1∣∣∣ dξdkz ∣∣∣ =
∣∣∣∣dkzdξ

∣∣∣∣ (3.1.12)

に注意すると，

ρ(ε) =
eB

2π2ℏ
∑
(n,σ)

1

|f ′(a)|
(3.1.13)

=
eB

2π2ℏ
∑
(n,σ)

∣∣∣∣dkzdξ
∣∣∣∣
kz=a

(3.1.14)

=
eB

2π2ℏ
∑
(n,σ)

∣∣∣∣dkzdε
∣∣∣∣ (3.1.15)

と変形できる．自由電子の磁場中の分散はランダウ量子化によって ε =
(
n+ 1

2

)
ℏwc + ℏ2k2z

2m

となるので，これを kz について解くと，

kz = ±
√
2m

ℏ

√
ε−

(
n+

1

2

)
ℏωc (3.1.16)

と変形できる．したがって，∣∣∣∣dkzdε
∣∣∣∣ =√m

2

1

ℏ
1√

ε−
(
n+ 1

2

)
ℏωc

(3.1.17)
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図 3.1.1: 自由電子の状態密度: (3.1.21) 式を用いて，Ωc = 10，T = 10Kの条件で計算した (磁場が

約 74T)．各ランダウサブバンドの底のエネルギーにて状態密度が発散する．

であるので，自由電子の状態密度は，

ρ(ε) =
eB

2π2ℏ
∑
(n,σ)

√
m

2

1

ℏ
1√

ε−
(
n+ 1

2

)
ℏωc

(3.1.18)

=
eB

2π2ℏ2

√
m

2

∑
(n,σ)

1√
ε−

(
n+ 1

2

)
ℏωc

(3.1.19)

=
eB

π2ℏ2

√
m

2

∑
n

1√
ε−

(
n+ 1

2

)
ℏωc

(3.1.20)

無次元化すると次の様に整理することができる．

ρ(ε)

/(
1

ℏ3

√
m3

β

)
=

1√
2π2

Ωc
∑
n

1√
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc

(3.1.21)

ただし，自由電子では次を用いて無次元化する．

E = βϵ, η = βµ, Ωc = βℏωc,(
n+ 1

2

)
Ωc は，第 nランダウサブバンドの底のエネルギーを表す．(図 3.1.1)を見るとこの

エネルギーで状態密度が発散していることが分かる．
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3.2 キャリア密度
(3.0.2)式と (3.1.20)式を利用して自由電子のキャリア数を計算すると

N/V =

∫ ∞

−∞
ρ(ε)f(ε)dε (3.2.1)

=

∫ ∞

−∞

√
m

2

eB

π2ℏ2
∑
n

1√
ε−

(
n+ 1

2

)
ℏωc

1

1 + eβ(ε−µ)
dε (3.2.2)

=

√
m

2

eB

π2ℏ2
∑
n

∫ ∞

(n+ 1
2 )ℏωc

1√
ε−

(
n+ 1

2

)
ℏωc

1

1 + eβ(ε−µ)
dε (3.2.3)

=
1

ℏ3

√
m3

β3

1√
2π2

Ωc
∑
n

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

1√
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc

1

1 + e(E−η) dE (3.2.4)

となる．これを無次元化すると次の様になる．

N /N0 =
1√
2π2

Ωc
∑
n

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

1√
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc

1

1 + e(E−η) dE (3.2.5)

=
1√
2π2

Ωc
∑
n

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

√
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc

cosh(E − η) + 1
dE (3.2.6)

ただし，N0 = V
ℏ3

√
m3

β3 と定める．µ(B, T )は N 一定条件下のカノニカルアンサンブル条

件のもとで計算することができる (図 3.2.1)．自由電子中では，磁場が強くなるにつれ最低

ランダウ準位が上昇するため，N 一定を保つために µ(B)は磁場の増加とともに増加する．

この様に，カノニカル条件下では，弱磁場領域では化学ポテンシャルは磁場に対して一定で

あるとみなせるものの，QLの様な強磁場領域ではもはや磁場に対して一定であるという仮

定は有効ではなくなる．

3.3 自由エネルギー
自由電子系における自由エネルギーを求める．非相互作用フェルミオン系の熱力学ポテン

シャル Ωは，次の様に与えられる．Ω = −kBT
∑
i

ln
(
1 + e−β(εi−µ)

)
F = Ω+ µN

(3.3.1)
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図 3.2.1: 自由電子の化学ポテンシャルの磁場依存性．(3.2.6) 式を用いて，各温度 (T =

10, 30, 60, 90, 120, 150, 180K) について，各磁場 B で粒子数 N を一定にする様な化学ポテンシャ

ル µを数値的に求めた．B = 0Tでの化学ポテンシャル µを 14meV とした．自由電子のサイクロト

ロン有効質量は通常 mであるが，ディラック電子の場合と比較するため m/100 として計算した．自

由電子の化学ポテンシャルは量子極限において上昇する．自由電子の最低ランダウ準位は磁場に依存し

上昇する．カノニカル条件下では，系のキャリア数 N を一定に保つためには最低ランダウ準位の上昇

に合わせて化学ポテンシャル µは上昇する必要がある．

よって，磁場中の自由電子系の自由エネルギーは，

F = µN − kBT
∑

(n,σ,kz)

ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

) eB

2πℏ
LxLy (3.3.2)

= µN − kBT
eB

2πℏ
LxLyLz

1

2π

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

−∞
dkz ln

(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

)
(3.3.3)

= µN − kBT
eBV

(2π)
2ℏ

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

−∞
ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

)
dkz (3.3.4)
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と変形できる．ここで，ε(kz)は今偶関数であるので，

= µN − kBT
2eBV

(2π)
2ℏ

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

0

ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

)
dkz (3.3.5)

= µN − kBT
4eBV

(2π)
2ℏ

∞∑
n=0

∫ ∞

0

ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

)
dkz (3.3.6)

= µN − kBT
eBV

π2ℏ2

√
m

2

∞∑
n=0∫ ∞

0

dε ln
(
1 + e−β(ε(n,kz)−µ)

) 1√
ε−

(
n+ 1

2

)
ℏωc

(3.3.7)

= µN − kBT
eBV

π2ℏ2

√
m

2

∞∑
n=0∫ ∞

(n+ 1
2 )ℏωc

dε ln
(
1 + e−β(ε(n,kz)−µ)

) 1√
ε−

(
n+ 1

2

)
ℏwc

(3.3.8)

と求めることができる．さらに無次元化すると次の様になる．

F = µN − kBT
eBV

π2ℏ2

√
m

2

∞∑
n=0∫ ∞

(n+ 1
2 )ℏωc

dε ln
(
1 + e−β(ε(n,kz)−µ)

) 1√
ε−

(
n+ 1

2

)
ℏωc

(3.3.9)

=
η

β
N − 1

β

1

π2

1

ℏ2
m

βℏ
ΩcV

√
m

1√
2

∞∑
n=0∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

1

β
dE ln

(
1 + e−(E(n,kz)−η)

) 1√
E
β −

(
n+ 1

2

)
1
βΩc

(3.3.10)

よって，

βF = ηN −N0
1√
2π2

Ωc

∞∑
n=0∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

dE ln
(
1 + e−(E(n,kz)−η)

) 1√
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc

(3.3.11)

被積分項に発散項がある．これにより普通の方法で積分を進めることができない．しかし，

これを部分積分によって回避することができる．これはブラックマンが示している方法であ

り，次の様な簡単な部分積分に計算を進めることができる [81]．

βF = ηN−N0　

√
2

π2
Ωc

∞∑
n=0

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

dE

√
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc

e(E−η) + 1
(3.3.12)
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3.4 磁化
まず，βF = Rとおく．すると (3.0.4)式より，自由電子の磁化M は，

M = − 1

V

∂F

∂β
(3.4.1)

= − 1

V

∂
(
R
β

)
∂
(
m
βℏeΩc

) (3.4.2)

= − 1

V

ℏe
m

∂R

∂Ωc
(3.4.3)

と ∂R
∂Ωc
の計算を進めれば良いことがわかる．よって，

∂R

∂Ωc
=

∂

∂Ωc
{ηN −N0

√
2

π2
Ωc

∞∑
n=0

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

dE

√
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc

e(E−η) + 1

 (3.4.4)

を計算することになる．N(B) = 一定 条件であるので，化学ポテンシャルは磁場

の関数である．つまり，η(Ωc) であることに注意して以降変形する．N0

√
2

π2 = W，∫∞
(n+ 1

2 )Ωc
dE

√
E−(n+ 1

2 )Ωc
e(E−η)+1

=W1 とすると，

∂R

∂Ωc
=

∂

∂Ωc

{
ηN −W

∞∑
n=0

ΩcW1

}
(3.4.5)

=
∂η

∂Ωc
N −W

∞∑
n=0

∂

∂Ωc
(ΩcW1) (3.4.6)

=
∂η

∂Ωc
N −W

∞∑
n=0

(
W1 +Ωc

∂W1

∂Ωc

)
(3.4.7)

となる．ここで，W1 に注目すると，

W1 =

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

dE

√
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc

e(E−η) + 1
(3.4.8)

=

[
2

3

(
E −

(
n+

1

2

)
Ωc

) 3
2 1

e(E−η) + 1

]∞
(n+ 1

2 )Ωc

−
∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

2

3

(
E −

(
n+

1

2

)
Ωc

) 3
2 (−1)e(E−η)(
e(E−η) + 1

)2 dE (3.4.9)

=
1

3

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

dE

(
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc
) 3

2

cosh(E − η) + 1
(3.4.10)
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であるので，∂W1

∂Ωc
は次のようになる．ここで Leibniz則 [105]により，微分と積分の順序を

変えた．

∂W1

∂Ωc
=

1

3

∂

∂Ωc

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

dE

(
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc
) 3

2

cosh(E − η) + 1

 (3.4.11)

=
1

3

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

dE

 ∂

∂Ωc

(
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc
) 3

2

cosh(E − η) + 1

 (3.4.12)

を求めることになる．被積分項の微分部分に注目すると，

∂

∂Ωc

(
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc
) 3

2

cosh(E − η) + 1
=

∂

∂Ωc

(
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc
) 3

2

cosh(E − η) + 1

∂Ωc
∂Ωc

+
∂

∂η

(
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc
) 3

2

cosh(E − η) + 1

∂η

∂Ωc
(3.4.13)

= −3

2

(
n+

1

2

)
1

cosh(E − η) + 1

(
E −

(
n+

1

2

)
Ωc

) 1
2

+

(
E −

(
n+

1

2

)
Ωc

) 3
2 sinh(E − η)

(cosh(E − η) + 1)2
∂η

dΩc
(3.4.14)

となる．よって，

∂W1

∂Ωc
=

1

3

∫ ∞

(n+ 1
2 )Ωc

dE

{
−3

2

(
n+

1

2

)
1

cosh(E − η) + 1

(
E −

(
n+

1

2

)
Ωc

) 1
2

+

(
E −

(
n+

1

2

)
Ωc

) 3
2 sinh(E − η)

(cosh(E − η) + 1)2
∂η

dΩc

}
(3.4.15)

と ∂W1

∂Ωc
が求まった．

(
n+ 1

2

)
Ωc = α とすると，求める磁化M は，

M

/(
−1

V

ℏe
m

)
=

∂R

∂Ωc
(3.4.16)

=
∂η

∂Ωc
N −W

∞∑
n=0

(
W1 +Ωc

∂W1

∂Ωc

)
(3.4.17)

=
∂η

∂Ωc
N

−N0

√
2

3π2

∞∑
n=0∫ ∞

α

dE

{
(E − α)

3
2

cosh(E − η) + 1
− 3

2
α

(E − α)
1
2

cosh(E − η) + 1

+Ωc
(E − α)

3
2 sinh(E − η)

(cosh(E − η) + 1)2
∂η

∂Ωc

}
(3.4.18)
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図 3.4.1: 自由電子の磁化の磁場依存性．磁場と温度に依存する化学ポテンシャル µ(B, T )を考慮する

場合の磁化（記号付き実線）と磁場と温度の依存を考慮しない化学ポテンシャル µ0 の場合の磁化（点

線）を示す．化学ポテンシャルが (B, T )に依存する場合の磁化を求める場合の µ(B, T )は図 3.2.1を

用い，両者に依存しない場合は µ0 = 14meVとして (3.4.19)式を用いて計算した．化学ポテンシャル

の磁場と温度依存性の有無は T = 10Kの場合で比較する．化学ポテンシャルが (B, T )に依存しない

場合は，量子極限で磁化が 0になるのに対して，依存する場合は一定値に近づく (6章で議論する)．ま

た，ランダウ反磁性 (青実線)とも比較した．弱磁場領域では本研究での計算と一致していることが分

かる．また，化学ポテンシャルが (B, T )に依存する場合の磁化は高温になるほどランダウ反磁性に近

づいていくことが分かる．これらの計算では，ディラック電子の結果と比較するために，自由電子のサ

イクロトロン有効質量は通常mであるがm/100 として計算した．

となる．整理すると，

M /M0 =
−∂η
∂Ωc

[N /N0 ]

+

√
2

3π2

∞∑
n=0

∫ ∞

α

dE

{
(E − α)

1
2 (2E − 5α)

2(cosh(E − η) + 1)

+Ωc
(E − α)

3
2 sinh(E − η)

(cosh(E − η) + 1)2
∂η

∂Ωc

}
(3.4.19)

と化学ポテンシャルの磁場と温度依存性を考慮した自由電子の磁化を求めることができた．
∂η
∂Ωc

= 0を代入する，つまり µの B 依存性を無視すれば，式 (3.4.19)はブラックマンの反

磁性の式と同質の式を得る [81]．自由電子のM の磁場依存性は，µ(B, T )と µ0 の場合でそ

れぞれ図 3.4.1に示されている．弱磁場領域では，量子振動を除いて，両方のM がランダウ
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の反磁性磁化と一致する．QLを超えると，µ0 の場合M が消失する．これは自由電子にお

いて，全てのランダウ準位がエネルギー的に上昇し，最低ランダウ準位 ϵ0 が ϵ0 ≥ µ0 を超え

るため，電子が蒸発し，カノニカル条件が明らかに破れるためである．しかし，µの B-依存

性を適切に考慮すると，M が消失することはなく，ランダウの反磁性磁化と同様に増加する

こともない．M は，低温 T ≲ 60 Kでは有限の値に飽和する．一方，高温 T ≳ 120 Kでは，

M は φ < 1 であってもランダウの反磁性磁化に近づく．Peierls による研究では，M が強

磁場領域で明らかに増加しているように見える [80]．しかし，この表面的な増加は，狭い磁

場範囲のプロットのためである．十分に強い磁場領域においてはこの増加は消えるはずであ

る．なぜなら，Peierlsは µの B-依存性を考慮していなかったからである．

上記のように，µの B-依存性は，特に QLでM に重要な役割を果たす．それにもかかわ

らず，µ(B, T )の重要性はしばしば見過ごされているのである．





67

第 4章

ディラック電子

4.1 状態密度
(3.1.10)式までの状態密度の計算はは自由電子の場合と同じである．(3.1.10)式から再度

変形すると，

ρ(ε) =
eB

2πℏ
1

2π

∑
(n,σ)

(∑
i

1

|f ′ (ai)|

)
(4.1.1)

=
eB

2πℏ
1

2π

∑
j=0

∞∑
j=1

×2

[ 1

|f ′(a)|
+

1

|f ′(b)|

]
(4.1.2)

となる．ディラック電子の磁場中のエネルギー分散は，

ε = s

√
∆2 + 2∆

(
jℏωc +

ℏ2k2z
2mc

)
(4.1.3)

であるので，これを kz について解くと，

kz = ±
√
2mc

ℏ

√
ε2 −∆2

2∆
− jℏωc (4.1.4)

≡

{
a (> 0)

b (< 0) ≡ −a
(4.1.5)

となる．すると，f ′ (kz)について

f ′ (kz) = − d

dkz
E(j, kz) (4.1.6)

= −s∆ℏ2

mc

kz√
∆2 + 2∆

(
jℏωc + ℏ2k2z

2mc

) (4.1.7)

(4.1.8)

と書けるので，

|f ′(a)| = |f ′(b)| (4.1.9)
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が成立する．したがって ρ(ε)は，

ρ(ε) =
eB

2πℏ
1

2π

∑
j=0

∞∑
j=1

×2

 2

|f ′(a)|
(4.1.10)

と変形できる．自由電子の場合と同様にして，

ρ(ε) =
eB

2πℏ
1

2π

∑
j=0

∞∑
j=1

×2

 2

∣∣∣∣dkzdε
∣∣∣∣ (4.1.11)

=
B

Φ0

1

2πℏ

√
mc

∆

∑
j=0

∞∑
j=1

×2

 |ε|√
ε2 −∆2 − 2∆jℏωc

(4.1.12)

=
eB

2π2ℏ2

√
mc

∆

∑
j=0

∞∑
j=1

×2

 |ε|√
ε2 −∆2 − 2∆jℏωc

(4.1.13)

とディラック電子の状態密度が求められた．これは伝導帯と価電子帯によらない表式であ

る．つまり，sによらず成り立つ．ここで，

eB

2πℏ
=

B

Φ∗
0

=
1

2

B

Φ0
(4.1.14)

は，ランダウ縮重度を表す．さらに

Φ∗
0 =

2πℏ
e

=
h

e
(4.1.15)

は，磁束量子を表し，Φ0 と Φ∗
0 = 2Φ0 の関係がある．最後に ρ(ε)を無次元化すると，次の

様になる．

ρ(ε)

/(
1

ℏ3

√
m3

β

)
=

1

2π2

√
MMΩc

1√
δ

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

 |E|√
E2 − α

(4.1.16)

ただし，ディラック電子では次のように無次元化を定義する．

E = βϵ, η = βµ, Ωc = βℏωc, M =
mc

m
, δ = β∆,

ここで，α = ∆2 + 2jℏωc∆であり，これの根号は j 番目のランダウサブバンドのバンド端

のエネルギーを表す．また状態の総和の上限は十分大きいと仮定する．(4.1.16)式で示され

るように，ρ(ϵ)は各ランダウサブバンドのバンド端で発散することが観察される．

4.2 カットオフ関数の導入
ディラック電子の磁化を計算するためには，エネルギーのカットオフ ϵc を導入することが

不可欠である [25, 28, 40]．これは物理量と階段関数との畳み込みを考えることと同義であ

る．弱磁場の場合，簡単な階段関数のカットオフが物理的に正しい磁化を導出するために十

分であった．しかし，強磁場においてはこの階段関数のカットオフによって発散項が生じて，
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図 4.1.1: ディラック電子状態密度: (4.1.16) 式を用いて，Ωc = 10，T = 10K の条件で計算した (磁

場が約 0.74T)．伝導帯と価電子帯の状態密度は ρ = 0の軸に関して対称である．各ランダウサブバン

ドの底のエネルギーにて状態密度が発散する．バンドギャップでは状態密度は 0になる．

物理的でない磁場に対する物理量の振動が現れた．物理的に不適切な振動は，カットオフエ

ネルギーの不連続性から生じるため，滑らかなカットオフ関数を導入する必要がある．ここ

では，次のように新しい滑らかなカットオフ関数を導入した．

Cc (ε, ε
c
c) ≡

1

2
(tanh θ (εcc − ε) + 1) (4.2.1)

Cv (ε, ε
v
c ) ≡

1

2
(tanh θ (ε− εvc ) + 1) (4.2.2)

ここで，sは，導電帯（価電子帯）の場合，c（v）として読み変える．θ/β(= θkBT )は無次

元であり，カットオフ関数の滑らかさを決定する．カットオフ関数の模式図は，図 4.2.2に

示される．

4.3 キャリア密度

4.3.1 伝導帯-キャリア密度 Nc

カットオフ関数がない場合の伝導帯のキャリア密度は次で計算できる．

Nc
V

=

∫ ∞

0

ρ(ε)f(ε)dε (4.3.1)
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図 4.2.1: 階段関数のカットオフを導入することによる物理的に無意味な磁化M の振動．価電子帯の

物理量の解析計算をする上で 1/(E −カットオフエネルギー)のような因子が出現する．これに由来し

て物理的に無意味な振動が発生する．

これとカットオフ関数 (4.2.1) 式との畳み込みを計算する．つまり，次の量を計算すること

になる．

Nc
V

=

∫ ∞

0

ρ(ε)f(ε)Cc (ε, ε
c
c) dε (4.3.2)

書き下すと，次のように変形できる．

Nc
V

=

∫ ∞

0

dε
1

1 + eβ(ε−µ)
1

2
(tanh θ (εcc − ε) + 1)

eB

2π2ℏ2

√
mc

∆

 0∑
j=0

∞∑
j=1

×2

 |ε|√
ε2 −∆2 − 2jℏωc∆

(4.3.3)

=
eB

4π2ℏ2

√
mc

∆

 0∑
j=0

∞∑
j=1

×2


∫ ∞

√
A

dε
1

1 + eβ(ε−µ)
(tanh θ (εcc − ε) + 1)

ε√
ε2 −A

(4.3.4)
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図 4.2.2: 新しく導入したカットオフ関数と磁場下でのディラック電子のエネルギー分散．赤と青はス

ピンの違いを表す． カットオフを滑らかにすることでカットオフ由来の自由エネルギーの発散を消す

ことができる．

ここで A = 2jℏωc∆+∆2 とすし，各ランダウ準位 j における積分範囲が [
√
A,∞]になる

ことに注意した．これの表式を無次元化すると次の様になる．

Nc /N0 =
1

4π2

1√
δ
M

√
MΩc

 ∞∑
j=0

∞∑
j=1

×2


∫ ∞

√
α

dE
1

1 + e(E−η)
E√

E2 − α

(
tanh

θ

β
(Ecc − E) + 1

)
(4.3.5)

積分部分を Qとおき，Ψc(E) = 1
1+e(E−η)

(
tanh θ

β (Ecc − E) + 1
)
と定めて Qについて計算

を続ける．

Q =

∫ ∞

√
α

E√
E2 − α

Ψc(E)dE (4.3.6)

=
[√

E2 − αΨc(E)
]∞
√
α
−
∫ ∞

√
α

√
E2 − αΨ′

c(E)dE (4.3.7)

= −
∫ ∞

√
α

√
E2 − αΨ′

c(E)dE (4.3.8)
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ここで，limE→∞
√
E2 − αΨc(E) = 0となることを使用した．したがって，次の様になる．

Nc /N0 =
−1

4π2

1√
δ
M

√
MΩc

 ∞∑
j=0

∞∑
j=1

×2

∫ ∞

√
α

√
E2 − αΨ′

c(E)dE (4.3.9)

ただし，

d

dE
Ψc(E) =

−1

2(cosh(E − η) + 1)

(
tanh

θ

β
(Ecc − E) + 1

)
+

θ/β

1 + e(E−η)

({
tanh

θ

β
(Ecc − E)

}2

− 1

)
(4.3.10)

4.3.2 価電子帯-キャリア密度 Nv

カットオフ関数がない場合の価電子帯寄与のキャリア密度は次で計算できる．

Nv
V

=

∫ 0

−∞
ρD(ε)f(ε)dε (4.3.11)

これとカットオフ関数 (4.2.2) 式の畳み込みを取ると次の様に変形できる．なお，状態密度

は εの偶関数，つまり ρD(−ε) = ρD(ε)に注意する．

Nv
V

=

∫ 0

−∞
ρD(ε)f(ε)Cv (ε, ε

v
c ) dε (4.3.12)

=

∫ ∞

0

ρD(−ε)f(−ε)Cv (−ε, εvc ) dε (4.3.13)

=

∫ ∞

0

eβ

2π2ℏ2

√
mc

∆

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

 |ε|√
ε2 −∆2 − 2jℏωc∆

1

1 + e−β(ε+µ)
1

2
(tanh θ (−ε− εvc ) + 1) dε (4.3.14)

無次元化すると，次の様に変形できる．

Nv /N0 =
1

4π2
M

√
M

1√
δ
Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


∫ ∞

√
α

E√
E2 − α

1

1 + e−(E+η)

(
tanh

θ

β
(−E − Evc ) + 1

)
dE (4.3.15)

ここで，Ψv(E) = 1
1+e−(E+η)

(
tanh θ

β (−E − Evc ) + 1
)
とおき，伝導帯の計算と同様に部分

積分をして被積分関数の発散項を取り除くことで計算を進めることができる．

Nv /N0 =
−1

4π2
M

√
M

1√
δ
Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

∫ ∞

√
α

√
E2 − αΨ′

v(E)dE (4.3.16)
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図 4.3.1: 各温度におけるディラック電子の化学ポテンシャルの磁場依存性．µ(B = 0, T ) = 14meV，

∆ = 7meV，Λ = 0.01 を用いて計算した．バンド端は第 0 ランダウサブバンドのバンド端に対応す

る．記号は区別のために表示されている．上の図では，0 ≤ B ≤ 12 T について 598 点が表示されて

いる．T = 1K の場合，化学ポテンシャルは QLでエネルギーギャップに入らない (黒実線)．

ただし，

d

dE
Ψv(E) =

1

2(cosh(E + η) + 1)

(
tanh

θ

β
(−E − Evc ) + 1

)
+

θ/β

1 + e−(E+η)

({
tanh

θ

β
(−E − Evc )

}2

− 1

)
(4.3.17)

化学ポテンシャル µ(B, T )の B と T の依存性は，(4.3.10)式と (4.3.16)式から各 B と T

において N(= Nc + Nv) を一定に保つように各温度（10K ∼ 180K）で計算し，図 4.3.1

に示した．Nv については，B = 0 における Nv の値を使用した．また，以下の計算では，

θkB = 0.005 K−1 と設定した．図 4.3.1は，各温度における得られた µ(B, T )の B 依存性

を示してる．Landau準位とカノニカルアンサンブル条件のため，µ(B, T )は B の増加に伴

い減少する．例えば，低温（例：T = 1K）では，QLの最低 Landau準位 (j = 0)の伝導帯

のバンド端のエネルギーに µ(B, T )が近づく．温度が上昇するにつれ，フェルミ分布関数が

滑らかになることで，µ(B, T )は QLのエネルギーギャップに入る．
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4.4 自由エネルギー
本研究においてディラック電子の熱力学ポテンシャルを計算する場合，次の (2.4.86) 式

を使用している．ここではこの式の導出をすることでこの式を使用する上での仮定を把握

する．

まず，グランドカノニカルにおける大分配関数 Ξ(T, µ)を求める．全系 (A+B)は孤立系

であり，ミクロカノニカル分布に従うとする．系 Aと系 B のエネルギーをそれぞれ EA と

EB とする．このとき，全系のエネルギーは EA + EB である．系 AB 間に相互作用 EAB

が働くとき，系 Aと系 B の間でエネルギーのやり取りがある．EAB については次が仮定さ

れる．

EAB ≪< EA (4.4.1)

これは，系 Aがマクロであれば満たされる．系 Aと系 B の粒子数をそれぞれ NA，NB と

する．このとき次が成り立つと仮定する．

NA ≪ NA +NB (4.4.2)

EA ≪ EA + EB (4.4.3)

これらは系 Aにとっての外界 B が Aに比べて十分大きいときに成り立つ．系 B は系 Aの

粒子浴であるということと同義である．以下，EA = E，NA = N とする．系 Aの量子状態

を n，系の粒子数がN，量子数が nであるときの系 Aのエネルギー E を En(N)と表す．こ

のとき，系 Aが粒子数 N，エネルギー E を取る確率 P (N,E)は，大分配関数 Ξを用いて，

P (N,E) =
1

Ξ
exp[−β(E − µN)] (4.4.4)

Ξ(T, µ) =
∑
N

∑
n

exp [−β (En(N)− µN)] (4.4.5)

と表される．ここまで，系 B が系 A の粒子浴である以外の特別な仮定は，系 A のエネル

ギーがそれと外界 B との相互作用のエネルギーよりも十分に大きいということである.

これを電子系に応用したいので，フェルミオン系の大分配関数 Ξを求める．求め方は私の

知る限り２通りある．1つ目は相互作用のない気体つまり理想気体を仮定し，粒子分布を考

えることで Ξ を求める方法である [106]．2 つ目は多粒子の粒子一つずつに部分系を定義し

て (4.4.5)式を適用する方法である [107]．今回は 2つ目の方法を記載する．一つの 1粒子状

態 iを占める粒子の系を一つの開いた系 Oi とみなす．つまり，粒子 1つの系を粒子全体の

系の部分系とする．各部分系 Oi の粒子数 ni は系がフェルミ粒子系なので ni = 0, 1を満た
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す．このとき，各部分系 Oi の大分配関数は Ξi(T, µ)は，

Ξi(T, µ) =
1∑

N=0

exp [−β (Ei(N)− µN)] (4.4.6)

=

1∑
N=0

exp [−β (εiN − µN)] (4.4.7)

=

1∑
N=0

exp [−β (εi − µ)N ] (4.4.8)

= 1 + exp [−β (εi − µ)] (4.4.9)

である．よって，粒子全体の系の大分配関数 Ξ(T, µ)は，

Ξ(T, µ) =
∏
i

Ξi(T, µ) (4.4.10)

=
∏
i

(1 + exp [−β (εi − µ)]) (4.4.11)

となる．(4.4.5)式を使用してこの式を求めているので，部分系 Oi のエネルギーは，それと

部分系 Oi の外界との相互作用のエネルギーよりも十分に大きいことが仮定されていること

に注意する．つまり，各部分系 Oi は互いに弱く相互作用していると仮定されている．熱力

学ポテンシャル Ωは次の様に定義される．

Ω(T, µ) ≡ − 1

β
ln Ξ(T, µ) (4.4.12)

よって，フェルミオン系の熱力学関数は，

Ω(T, µ) = − 1

β
ln
∏
i

(1 + exp [−β (εi − µ)]) (4.4.13)

= − 1

β

∑
i

ln (1 + exp [−β (εi − µ)]) (4.4.14)

となって，(2.4.86)式が導けた．つまり，熱力学ポテンシャル (2.4.86)式の導出には，部分

系のエネルギーが部分系とその部分系の外界との相互作用のエネルギーよりも十分に大きい

ことが仮定されている．

系が自由電子の場合は，粒子間に相互作用がないので熱力学ポテンシャル (2.4.86) 式を

使用する上での仮定が満たされる．では，系がディラック電子の場合には使えるか．結論，

ディラック電子の多粒子系の状態を１粒子量子状態で記述する枠組みの中では (2.4.86) 式

が使用できる．これを次に説明する．それぞれの部分系とそれらとの外界との相互作用が小

さいことを仮定することで，それぞれの部分系の量子数が良い量子数になり得ると推測でき

る．例えば，部分系として系 A と系 B を考える．このとき，EAB が大きいとき，系 A の

状態によって系 B のエネルギーに影響を与えてしまい，系 B の量子状態に影響を与える可

能性がある．このとき，系 Aと系 B の量子状態を示す iと j は互いに部分系の良い量子数

にならない可能性が考えられる．部分系とそれらとの外界との相互作用が小さいことを仮定

することで，全体の大分配関数の計算ができる．実際，相互作用が小さいことを仮定するこ
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とで，系全体の大分配関数は部分系の大分配関数の積として計算できる．これを確率に直す

と，全体の確率はそれぞれの部分系がその各々の量子状態をとる確率の積になっている．こ

こでこの逆を考える．全系が部分系 Aと B と C で構成され．それぞれが状態 i, j, k をとる

とする．この状態 i, j, k を次で定まる確率変数だと考える．実数 Rの中の全ての区間を含む

最小の σ 加法族を B とする．これはボレル集合族という．その任意の元を B1, B2, B3 とす

る．このとき，状態 i, j, k について次が成り立つとする．

P
(
i−1 (B1) ∩ j−1 (B2) ∩ k−1 (B3)

)
= P

(
i−1 (B1)

)
P
(
j−1 (B2)

)
P
(
k−1 (B3)

)
(4.4.15)

これは，事象 i−1 (B1) , j
−1 (B2) , k

−1 (B3) の積事象が起こる確率はそれぞれの事象が起こ

る確率の積であることを意味する．つまり，これが成り立つとき，確率変数である状態 i, j, k

は独立であることを意味し，各部分系は独立に色々な量子状態を取り得ることを意味する．

よって，部分系とそれらとの外界との相互作用が小さいことは，部分系ごとに良い量子数が

定義できることと同値であると考えられる．系 Aと系 B で考えてみる．

EAB ≪< EA, EB (4.4.16)

とは系 Aと Bがエネルギー的に独立であるということを意味しているのである．したがっ

て，部分系 Aと B に良い量子状態 i, j が定義できる．各部分系の量子状態を仮定している

とき，既に各部分系がエネルギー的に独立である．つまり部分系間の相互作用は各部分系の

エネルギーに比べて小さいと仮定しているのである．多粒子系の状態を１粒子量子状態で記

述するときには，粒子ひとつのみの部分系での量子数が仮定されているので，部分系間の相

互作用は各部分系のエネルギーに比べて小さいと仮定している，つまり粒子間の相互作用が

小さいと仮定していることなる．したがって，多粒子系の状態を１粒子量子状態で記述する

枠組みの中ではいつでも熱力学ポテンシャル (2.4.86)式が使用できると考えられる．

4.4.1 伝導帯-自由エネルギー-Fc

熱力学ポテンシャル Ωとカットオフ関数の畳み込みを考える．

Ω = −kBT
∑
i

ln
(
1 + e−β(εi−µ)

)
Cc (ε, ε

c
c) (4.4.17)

F = Ω+ µN (4.4.18)

よって，体積 V = LxLyLz 中の磁場中のディラック電子系の伝導帯の自由エネルギーは次

の様になる．

Fc = µN − kBT
∑

(n,σ,kz)

ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

)
Cc (ε, ε

c
c)
eB

2πℏ
LxLy (4.4.19)

= µN − kBT
eBV

(2π)2ℏ

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

−∞
ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

)
Cc (ε, ε

c
c) dkz (4.4.20)

= µN − kBT
2eBV

(2π)2ℏ

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

√
A

ln
(
1 + e−β(ε−µ)

)
Cc (ε, ε

c
c)
dkz
dε

dε (4.4.21)
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ここで，ε(n, σ, kz) が kz の偶関数であることに注意する．また，積分について変数変換し

た．なお，dkz
dε は伝導帯，価電子帯によらず次の形で与えられる．

dkz
dε

= ±1

ℏ

√
mc

∆

ε√
ε2 −∆2 − 2jℏωc∆

(4.4.22)

符号は +(k > 0)，−(k < 0)であることに注意する．よって，次の様に熱力学ポテンシャル

Ωの伝導帯寄与が書き換えられる．

Fc =µN − kBT
2eBV

(2π)2ℏ2

√
mc

∆

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

√
A

ln
(
1 + e−β(ε−µ)

)
Cc (ε, ε

c
c)

ε√
ε2 −A

dε

(4.4.23)

さらにこれを無次元化した表式に書き直すと次に様になる．

βFc = ηN −N0
1

(2π)2
ΩcM

√
M

1√
δ

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

√
α

ln
(
1 + e−(E−η)

)(
tanh

θ

β
(Ecc − E) + 1

)
E√

E2 − α
dE (4.4.24)

積分部分を一時的に Q1，Ψc(E) = ln
(
1 + e−(E−η)) (tanh θ

β (Ecc − E) + 1
)
とおく．ここ

で，自由電子の計算と同様に，被積分関数の発散項を部分積分により取り除くことにより，

被積分関数を発散しない形に変形できる．

Q1 =

∫ ∞

√
α

Ψc(E)
E√

E2 − α
dE (4.4.25)

=
[√

E2 − αΨc(E)
]∞
√
α
−
∫ ∞

√
α

√
E2 − αΨ′

c(E)dE (4.4.26)

(4.4.27)

次の積分 (付録参照) を使用してさらに部分積分をする．ここで略記のために P (E) を定義

する． ∫ √
E2 − αdE =

1

2

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]+ C (4.4.28)

≡ P (E) + C (4.4.29)

したがって，次の様に変形できる．

Q1 = − [P (E)Ψ′
c(E)]

∞√
α +

∫ ∞

√
α

P (E)Ψ′′
c (E)dE (4.4.30)

さらに limE→∞ P (E)Ψ′(E) = 0であるので，

Q1 = P (
√
α)Ψ′

c(
√
α) +

∫ ∞

√
α

P (E)Ψ′′
c (E)dE (4.4.31)
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よって，伝導帯の自由エネルギー βFc は次の様に求まる．

βFc = ηN −N0
1

(2π)2
ΩcM

√
M

1√
δ

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

{P (√α)Ψ′
c(
√
α) +

∫ ∞

√
α

P (E)Ψ′′
c (E)dE

}
(4.4.32)

= ηN −N0
1

8π2
ΩcM

√
M

1√
δ

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

c(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]Ψ′′
c (E)dE

]
(4.4.33)

4.4.2 価電子帯-自由エネルギー Fv

伝導帯の場合と同様に，熱力ポテンシャルとカットオフ関数の畳み込みを考える．価電子

帯寄与の非相互作用系フェルミオン系の熱力学ポテンシャルは Ωv は次の様に定義される．

Ωv = −kBT
∑
i

ln
(
1 + e−β(εi−µ)

)
Cv (ε, ε

v
c ) (4.4.34)

F = Ω+ µN (4.4.35)

よって，体積 V = LxLyLz 中の磁場中のディラック電子系の価電子帯の自由エネルギーは

次の様になる．

Fv = µN − kBT
∑

(n,σ,kz)

ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

)
Cv (ε, ε

v
c )

eB

2πℏ
LxLy (4.4.36)

= µN − kBT
2eBV

(2π)2ℏ

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

0

ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

)
Cv (ε, ε

v
c ) dkz (4.4.37)

= µN − kBT
2eBV

(2π)2ℏ

∞∑
n=0

∑
σ

∫ −∞

−
√
A

ln
(
1 + e−β(ε−µ)

)
Cv (ε, ε

v
c )
dkz
dε

dε (4.4.38)

ここで，ε(n, σ, kz) が kz の偶関数であることに注意する．また，積分について変数変換し

た．なお，dkz
dε は伝導帯，価電子帯によらず次の形で与えられる．

dkz
dε

= ±1

ℏ

√
mc

∆

ε√
ε2 −∆2 − 2jℏωc∆

(4.4.39)

符号は +(k > 0)，−(k < 0)である．次の様に熱力学ポテンシャル Ωの価電子帯寄与が書き

換えられる．

Fv =µN − kBT
2eBV

(2π)2ℏ2

√
mc

∆

∞∑
n=0

∑
σ

∫ −∞

−
√
A

ln
(
1 + e−β(ε−µ)

)
Cv (ε, ε

v
c )

ε√
ε2 −A

dε

(4.4.40)
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これを無次元化した表式に書き直すと次の様になる．

βFv = ηN −N0
1

(2π)2
ΩcM

√
M

1√
δ

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

√
α

ln
(
1 + e(E+η)

)(
tanh

θ

β
(−E − Evc ) + 1

)
E√

E2 − α
dE (4.4.41)

積分部分を一時的に Q2，Ψv(E) = ln
(
1 + e(E+η)

) (
tanh θ

β (−E − Evc ) + 1
)
とおく．

Q2 =

∫ ∞

√
α

Ψv(E)
E√

E2 − α
dE (4.4.42)

=
[√

E2 − αΨv(E)
]∞
√
α
−
∫ ∞

√
α

√
E2 − αΨ′

v(E)dE (4.4.43)

=

∫ ∞

√
α

√
E2 − αΨ′

v(E)dE (4.4.44)

ここで limE→∞
√
E2 − αΨv(E) = 0であることを用いた．次の積分を使用して部分積分を

する．ここで略記のために P (E)を定義する．∫ √
E2 − αdE =

1

2

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]+ C (4.4.45)

≡ P (E) + C (4.4.46)

したがって，次の様に変形できる．

Q2 = − [P (E)Ψ′
v(E)]

∞√
α +

∫ ∞

√
α

P (E)Ψ′′
v(E)dE (4.4.47)

limE→∞ P (E)Ψ′
v(E) = 0であるので，

Q2 = P (
√
α)Ψ′

v(
√
α) +

∫ ∞

√
α

P (E)Ψ′′
v(E)dE (4.4.48)

よって，価電子帯の自由エネルギー βFv は次の様に求まる．

βFv = ηN −N0
1

(2π)2
ΩcM

√
M

1√
δ

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

{P (√α)Ψ′
v(
√
α) +

∫ ∞

√
α

P (E)Ψ′′
v(E)dE

}
(4.4.49)

= ηN −N0
1

8π2
ΩcM

√
M

1√
δ

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

v(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]Ψ′′
v(E)dE

]
(4.4.50)

4.5 磁化

伝導帯-磁化数値計算Mc

カットオフ関数を含む自由エネルギーの磁場微分を解析計算することはできない．こ

こでは，伝導帯寄与の磁化を自由エネルギーから数値計算で磁場微分することで求める．
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N = 一定かつ ∂η
∂Ωc

= 0(η(Ωc) = 一定)の条件を C.とおく．まず，グランドカノニカル条

件下での磁化Mc を数値計算する表式を導く．そして特別な場合として条件 C.における磁

化Mc を数値計算によって求める表式を求める．まず，R = βFc とおくと，磁化の伝導帯寄

与Mc は，

Mc = − 1

V

∂Fc
∂B

(4.5.1)

= − 1

V

ℏe
mc

∂R

∂Ωc
(4.5.2)

となる．そこで， ∂R
∂Ωc
に注目して，

∂R

∂Ωc
=
∂η

∂Ωc
N −N0

1

8π2
M

√
M

1√
δ

∂

∂Ωc

Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

c(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]Ψ′′
c (E)dE

]}
(4.5.3)

となる．よって，条件 C.の下では，

∂R

∂Ωc
(C.) = −N0

1

8π2
M

√
M

1√
δ

∂

∂Ωc

Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

c(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]Ψ′′
c (E)dE

]}
(4.5.4)

となる．したがって，条件 C.下での磁化Mc(C.)は，

Mc(C.) = − 1

V

ℏe
mc

∂R

∂Ωc
(C.) (4.5.5)

=M0
1

8π2

√
M

1√
δ

∂

∂Ωc

Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

c(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]Ψ′′
c (E)dE

]}
(4.5.6)

整理すると次の様になる．

Mc(C.) /M0 =
∂

∂Ωc

 1

8π2

√
M

1√
δ
Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

c(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln | E +

√
E2 − α

]
Ψ′′
c (E)dE

]}
(4.5.7)
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図 4.5.1: ディラック電子の磁化の伝導帯の磁場依存性．Λ = 0.01および ∆ = 7meVとし，磁場およ

び温度依存性がある化学ポテンシャル µ(B, T )を考慮する場合の磁化（実線）と µ0 を使用して依存性

を考慮しない場合の磁化（点線）を示した．各温度での寄与を計算するために，図 4.3.1の µ(B, T )を

使用し，µ0 = 14meV とした．上記の図では，0 ≤ B ≤ 12 Tの 598点が表示されている．化学ポテ

ンシャルの磁場および温度依存性の考慮の有無は T = 10K の場合で行う．µ0 を使用する場合はMc

は QLで一定になるが，µ(B, T )を使用する場合はMc は 0に近づくことが分かる．

価電子帯-磁化数値計算Mv

伝導帯の場合と同様に，価電子帯寄与の磁化を数値計算によって自由エネルギーを磁場微

分することで求める．まず，グランドカノニカル条件下での磁化Mv を数値計算する表式を

導く．そして特別な場合として条件 C.における磁化Mv を数値計算によって求める表式を

求める．R = βFv とおくとMv は，

Mv = − 1

V

∂Fv
∂B

(4.5.8)

= − 1

V

ℏe
mc

∂R

∂Ωc
(4.5.9)

となる． ∂R
∂Ωc
に注目すると，

∂R

∂Ωc
=
∂η

∂Ωc
Nv −N0

1

8π2
M

√
M

1√
δ

∂

∂Ωc

Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

v(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]Ψ′′
v(E)dE

]}
(4.5.10)
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図 4.5.2: ディラック電子の磁化の価電子帯の磁場依存性．Λ = 0.01および ∆ = 7meVとし，磁場お

よび温度依存性がある化学ポテンシャル µ(B, T )を考慮する場合の磁化（実線）と µ0 を使用して依存

性を考慮しない場合の磁化（点線）を示した．各温度での寄与を計算するために，図 4.3.1の µ(B, T )

を使用し，µ0 = 14meV とした．上記の図では，0 ≤ B ≤ 12 Tの 598点が表示されている．化学ポ

テンシャルの磁場および温度依存性の考慮の有無は T = 10Kの場合で行う．これらの考慮の有無での

大きな変化はなかった．これは QLで化学ポテンシャルが価電子帯までに下がってこないために，価電

子帯のキャリア数に影響を与えないためである．挿入図は |Mv|の対数プロットである．Mv は QLで

sub-linearの磁場依存を示す．

よって，条件 C.の下では，

∂R

∂Ωc
(C.) = −N0

1

8π2
M

√
M

1√
δ

∂

∂Ωc

Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

v(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]Ψ′′
v(E)dE

]}
(4.5.11)

したがって，条件 C.下での磁化は，

Mv(C.) = − 1

V

ℏe
mc

∂R

∂Ωc
(C.) (4.5.12)

=M0
1

8π2

√
M

1√
δ

∂

∂Ωc

Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

v(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]Ψ′′
v(E)dE

]}
(4.5.13)
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整理すると次の様になる．

Mv(C.) /M0 =
∂

∂Ωc

 1

8π2

√
M

1√
δ
Ωc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[
−α ln

√
αΨ′

v(
√
α) +

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣]Ψ′′
v(E)dE

]}
(4.5.14)
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図 4.5.3: ディラック電子の磁化Mの磁場依存性．Λ = 0.01および ∆ = 7meV とし，磁場および温

度依存性がある化学ポテンシャル µ(B, T )を考慮する場合の磁化M =(Mc +Mv)（実線）と µ0 を使

用して依存性を考慮しない場合の磁化（点線）を示した．各温度での寄与を計算するために，図 4.3.1

の µ(B, T )を使用し，µ0 = 14meVとした．上記の図では，0 ≤ B ≤ 12 Tの 598点が表示されてい

る．Mc は QL において非単調な温度依存性を持つ．温度が上昇するにつれて正のMc が増加し，M

の sub-linearの磁場依存性は消失し，磁場依存性に変化する．

4.5.1 磁化数値計算M = Mc +Mv

各温度（10K ∼ 180K）で (4.5.4)式と (4.5.10)式より 磁化M を数値計算により求めた．

既に同条件下で，各 B と T で µ(B, T )が計算し，図 4.3.1に示してある．この µ(B, T )を磁

化M の計算に使用した．伝導帯および価電子帯のM の結果を図 4.5.3に示す．Λ = 0.01，

∆ = 7meV，および ϵc = 70meVを設定した．これらは，ビスマス中のディラック電子とほ

ぼ一致していますパラメータである． [28, 108, 109]．
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5.1 自由電子

5.1.1 磁化の磁場依存性

自由電子のM の磁場依存性は，図 3.4.1に示されているように弱磁場領域では，量子振動

を除いて，µ(B, T )と µ0 の両方の場合でM がランダウの反磁性磁化と一致する．QLを超

えると，µ0 の場合M が消失する．これは自由電子において，全てのランダウ準位がエネル

ギー的に上昇し，最低ランダウ準位 ϵ0 が ϵ0 ≥ µ0 を超えるため，電子が蒸発し，カノニカル

条件が明らかに破れるためである (図 5.1.1)．Peierls による研究 [80] は µ0 の場合M に対

応する．(図 5.1.2)のようにM が強磁場領域で増加しているように見える．しかしこれは狭

い磁場範囲のプロットによる表面的な増加であるに過ぎない．十分に強い磁場領域において

図 5.1.1: 自由電子のランダウ準位と磁場依存しない化学ポテンシャルの関係．自由電子のランダウ準

位は磁場に依存する．そのため量子極限になりさらに磁場を強くすると，全てのランダウ準位が化学ポ

テンシャルよりも大きくなる．これによって系の全ての電子が干上がる．
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はこの増加は消える．

µの B-依存性を適切に考慮すると，M が消失することはなく，ランダウの反磁性磁化と

同様に増加することもない．M は，低温 T ≲ 60 K では有限の値に飽和する．一方，高温

T ≳ 120 Kでは，M は φ < 1であってもランダウの反磁性磁化に近づく．

低温の場合，量子極限で自由電子の磁化が一定値に近づく原因は自由電子のランダウ準位

は磁場に依存することにある．カノニカル条件を保つために，強磁場極限において化学ポテ

ンシャルは η(Ωc) =
1
2Ωc の磁場依存性を持つ．最低ランダウ準位のバンド端のエネルギー

は 1
2Ωc であるので，化学ポテンシャルは最低ランダウ準位のバンド端に接しながら上昇する

(図 5.1.3)．つまり，全ての粒子が最低ランダウ準位のバンド端のエネルギー 1
2Ωc を有する．

そのため系の自由エネルギーは強磁場極限において磁場の 1次の依存性を持つ．よって自由

エネルギーの磁場微分である磁化は一定値になる．

量子極限において自由電子の磁化の磁場依存性が一定値になることは示す対応する実験は

未だない．自由電子の場合は量子極限になる磁場がとても大きい．しかし，磁束濃縮法で磁

場を発生させ磁化を測り，一定値になることを観察できる可能性がある．金属にマイクロ秒

の磁場をかけた場合，反磁性電流は非散逸だが，時間変化があるので渦電流が流れる．その

ためジュール熱が発生する．サンプルを粉状にすることで粉間の伝導がない状態にできる．

体積を大きくし，ジュール熱を抑えて磁化を測ることは可能である．粉にして性質が変化せ

ず，かつ等方的な物質に対してはこの手法を用いることができる．アルカリ金属か銅を用い

て実験することが考えられる．



5.1 自由電子 87

図 5.1.2: Peierls による自由電子の磁化の磁場依存性 [80]．KbT
E0

= 0.1 の場合の結果である．µ′H
E0

=

0.29(H = 70T), 0.38(H = 93T)で極大値，極小値をとることが分かる．式 (3.4.19)にて ∂η
∂Ωc

= 0と

して化学ポテンシャルの磁場依存性を消した式に，Peierlsと同様の条件 (KbT
µ

= 0.1)を適用して計算

した結果が下図である．下図の網掛け部分，B = 0.7027T, 0.9379Tの極値が上図の極値に対応してい

る．下図ではディラック電子の結果と比較するために自由電子のサイクロトロン有効質量は通常mで

あるが m/100として計算しているため磁場の尺度が 100倍違う．Peierlsの結果では強磁場で磁化が

単調に大きくなるように見えるが，実際は下図の磁場と温度の依存を考慮しない化学ポテンシャル µ0

の場合の磁化のように磁化は０になる．
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図 5.1.3: 自由電子のランダウ準位と磁場依存する化学ポテンシャルの関係．カノニカル条件を保つた

めに，強磁場極限において化学ポテンシャルは η(Ωc) =
1
2
Ωc の磁場依存性を持つ．最低ランダウ準位

のバンド端のエネルギーは 1
2
Ωc であるので，化学ポテンシャルは最低ランダウ準位のバンド端に接し

ながら上昇する．

5.1.2 磁化の強磁場極限

自由電子の磁化M は，カノニカル条件化において化学ポテンシャルの磁場および温度依

存性を考慮すると量子極限で飽和する (図 3.4.1)．この飽和値を推定する．結論を先に述べ

ると，磁場極限での系の磁気モーメント VM は，系の N 個全ての電子それぞれがボーア磁

子 µB の (-1)倍の磁気モーメントを有するときの値に近づく．

量子極限において十分強い磁場領域において化学ポテンシャル η(Ωc)の関数形は 1
2Ωc に

近づく．つまり，量子極限において自由電子の化学ポテンシャルは最低ランダウ準位のバン

ド端のエネルギーに近づく．これについては後に説明する．ここでは一旦，強磁場で化学ポ

テンシャル η(Ωc)が次の形になると仮定する．

η = JΩc +K (5.1.1)
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すると，強磁場極限 (Ωc → ∞)での磁化は (3.4.18)式より次の様に求められる．

lim
Ωc→∞

Mf /M0 = lim
Ωc→∞

(
−∂η
∂ΩC

[N /N0 ]

)
+ lim

Ωc→∞

√
2

3π2

∞∑
n=0

∫ ∞

α

dE

{
(E − α)

3
2

cosh(E − η) + 1
− 3

2
α

(E − α)
1
2

cosh(E − η) + 1

(5.1.2)

+Ωc
(E − α)

3
2 sinh(E − η)

(cosh(E − η) + 1)2
∂η

∂ΩC

}
(5.1.3)

= −J [N /N0 ]

+

√
2

3π2
lim

Ωc→∞

∞∑
n=0

∫ ∞

α

dE

{
(E − α)

3
2

cosh(E − η) + 1
− 3

2
α

(E − α)
1
2

cosh(E − η) + 1

(5.1.4)

+Ωc
(E − α)

3
2 sinh(E − η)

(cosh(E − η) + 1)2
∂η

∂Ωc

}
(5.1.5)

ここで，次の和と積分の部分である次を

∞∑
n=0

∫ ∞

α

dE

{
(E − α)

3
2

cosh(E − η) + 1
− 3

2
α

(E − α)
1
2

cosh(E − η) + 1
+Ωc

(E − α)
3
2 sinh(E − η)

(cosh(E − η) + 1)2
∂η

∂ΩC

}
(5.1.6)

= lim
ν→∞

ν∑
n=0

∫ ∞

α

dE

{
(E − α)

3
2

cosh(E − η) + 1
− 3

2
α

(E − α)
1
2

cosh(E − η) + 1

+Ωc
(E − α)

3
2 sinh(E − η)

(cosh(E − η) + 1)2
∂η

∂ΩC

}
(5.1.7)

= lim
ν→∞

Qν(Ωc) (5.1.8)

とおく．すると，limΩc→∞ limν→∞ の累次極限が出現する．これについて次の関係が成り立

つとする．

lim
Ωc→∞

lim
ν→∞

Qν (Ωc) = lim
ν→∞

lim
Ωc→∞

Qν (Ωc) (5.1.9)

また，次の様に P (Ωc, E)を定義する．

Qν(Ωc) =

ν∑
n=0

∫ ∞

α

dE P (Ωc, E) (5.1.10)
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すると，(5.1.5)式は次の様に変形できる．

lim
Ωc→∞

Mf /M0 = −J [N /N0 ]

+

√
2

3π2
lim
ν→∞

lim
Ωc→∞

Qν (Ωc) (5.1.11)

= −J [N /N0 ]

+

√
2

3π2
lim
ν→∞

ν∑
n=0

lim
Ωc→∞

∫ ∞

α

dE P (Ωc, E) (5.1.12)

= −J [N /N0 ]

+

√
2

3π2
lim
ν→∞

ν∑
n=0

lim
Ωc→∞

∫ ∞

0

dE P (Ωc, E) (5.1.13)

ここで，P (Ωc, E) は Ωc をインデックスとする PΩc(E) という関数列とみなせる．このと

き，limΩc→∞
∫∞
0
dE PΩc(E) の lim と

∫
の交換は，1. PΩc(E) が連続，2. PΩc(E) →

P (E),Ωc → ∞ が一様収束，の 2 つが十分条件となる．この条件が成り立つとして変形

する．

lim
Ωc→∞

Mf /M0 = −J [N /N0 ]

+

√
2

3π2
lim
ν→∞

ν∑
n=0

∫ ∞

0

dE lim
Ωc→∞

P (Ωc, E) (5.1.14)

ここで，

lim
Ωc→∞

P (Ωc, E) = 0 (5.1.15)

であるので，次の様に変形される．

lim
Ωc→∞

Mf /M0 = −J [N /N0 ] (5.1.16)

J とK の値を求めて議論を進める．最低ランダウ準位のバンド端 ε0 は，

ε0 = ε(n = 0, k = 0) =
1

2
ℏωc =

1

2β
Ωc (5.1.17)

これを無次元化すると，

E0 = βε0 =
1

2
Ωc (5.1.18)

となる．次に量子極限における化学ポテンシャルの磁場依存性 η(Ωc)の関数形を求める．こ

こでは絶対零度を仮定して (3.2.5)式からそれを求める．絶対零度の条件化ではフェルミ分

布関数はステップ関数のような概形になる．積分範囲を制限するだけであるので (3.2.5) 式

は次のように変形できる．

N /N0 =
1√
2π2

Ωc
∑
n

∫ η

(n+ 1
2 )Ωc

1√
E −

(
n+ 1

2

)
Ωc

dE (5.1.19)

=
1√
2π2

Ωc
∑
n

2

√
η −

(
n+

1

2

)
Ωc (5.1.20)
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量子極限では n = 0のみの寄与なので，

N /N0 =
2√
2π2

Ωc

√
η − 1

2
Ωc (5.1.21)

となる．カノニカル条件であるので，

∂N

∂Ωc
= 0 (5.1.22)

である．したがって，(5.1.21)式から，(
2η − 3

2
Ωc

)
∂Ωc +Ωc∂η = 0　 (5.1.23)

となる．この微分方程式を求める．この形は完全微分形式ではない．積分因子 K(Ωc, η) =

Ωc を (5.1.24)式に乗ずることで次のような完全微分形式になる．

Ωc

(
2η − 3

2
Ωc

)
∂Ωc +Ω2

c∂η = 0　 (5.1.24)

したがって，

A(Ωc, η) = Ωc

(
2η − 3

2
Ωc

)
(5.1.25)

B(Ωc, η) = Ω2
c (5.1.26)

とするとき，次の条件を満たす関数 U(Ωc, η) = C が存在する．ただし，C は定数である．

∂U

∂Ωc
= A (5.1.27)

∂U

∂η
= B (5.1.28)

(5.1.27)式より，

U = ηΩ2
c −

1

2
Ω3
c + f(η) (5.1.29)

これを (5.1.28)式に代入して解くと，

f(η) = C1 (5.1.30)

となる．ただし，C1 は定数である．したがって，(5.1.29)式から，

U = ηΩ2
c −

1

2
Ω3
c + C1 (5.1.31)

となる．U = C であるので，結果的に

η =
1

2
Ωc +

C

Ω2
c

(5.1.32)
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と求まった．したがって，Ωc → ∞のとき，η → E0 = 1
2Ωc となる．つまり，Ωc → ∞の

とき，J → 1
2，K → 0である．よって，

Mf → −1

2
[N /N0 ]M0, (Ωc → ∞) (5.1.33)

= − ℏe
2m

N

V
, (Ωc → ∞) (5.1.34)

= −µB
N

V
, (Ωc → ∞) (5.1.35)

このようにして，磁場極限での系の磁気モーメント VMf は，系のN 個全ての電子それぞ

れがボーア磁子 µB の (-1)倍の磁気モーメントを有するときの値に近づくことが分かった．
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5.2 ディラック電子

5.2.1 磁化の磁場依存性

最初に，磁化の伝導帯からの寄与であるMc に注目する．ディラック電子は大きな反磁性，

つまりM < 0を示すことが知られている [40]．しかし，本研究結果の図 4.5.1は，Mc が反

磁性ではなく，B および T の全範囲でMc > 0 であることを示している．伝導帯電子から

の常磁性寄与は，Koshinoと Andoによって弱磁場領域かつ絶対零度の条件下で記述された

[25]．本研究結果はその結果を強磁場と有限温度に拡張したものである．弱磁場領域である

QL以下では，Mc は T に依存しない．さらに，この磁場範囲では µ(B, T )がほとんど変化

しないため，磁場に依存しない化学ポテンシャル µ0 を用いたMc は µ(B, T )を用いたMc

と一致することが分かる．QLのような強磁場領域では，Mc は温度 T に強く依存する非単

調な磁場依存性を示す．温度 T を下げることにより，Mc は減少し，絶対零度かつ強磁場領

域ではMc は 0に近づく．これはディラック電子の最低ランダウ準位が磁場に依存しないこ

とに起因する．図 4.3.1に示されるように，化学ポテンシャルはカノニカル条件を満たすた

めに磁場の増加に伴い減少する．量子極限になり化学ポテンシャルが磁場に依存しない最低

ランダウ準位のみと交点を持つ状態で，ランダウ縮重度は増加するためである (図 5.2.1)．こ

れによって，化学ポテンシャルは絶対零度かつ強磁場極限において伝導帯の最低ランダウ準

位のバンド端に近づく．最低ランダウ準位は磁場に依存しないため，化学ポテンシャルがバ

ンド端に近づくにつれ全ての伝導帯の電子は，磁場依存しない最低ランダウ準位のバンド端

のエネルギーを持つことになる．よって，伝導帯の自由エネルギー Fc が磁場に対して一定

になるため伝導帯寄与の磁化Mc は０に近づく．また，絶対零度であるため熱励起は起こら

ない．この結果，絶対零度かつ強磁場極限ではMc → 0となると考えられる．µ0 を用いた

Mc と µ(B, T )を用いたMc の性質は著しく異なっている．µ(B, T )を用いた場合，Mc → 0

である一方，µ0 を用いた場合，Mc は一定であった．Mc の違いは µの特性に基づいて理解

することができる．強磁場領域におけるMc の本質的な特性は，µの B 依存性と T 依存性

を考慮しないことによって見過ごされる可能性があることが分かる．

次に，価電子帯の寄与Mv に焦点を当てる．図 4.5.2に示されるように，Mv は負であり，

その絶対値はMc よりも大きい．したがって，全体のM は反磁性であった．Mv は量子振動

を示さず，量子極限においても有意な異常を示さずに単調に減少した．Mv の大きさは，化

学ポテンシャル以下の計算される量子状態の数から決定されるため，カットオフエネルギー

−ϵc の値に依存する．Mv の性質は，µの磁場および温度依存性の考慮の有無によって変わ

らず，Mc が µ(B, T )に敏感であるのに対して，Mv は µ(B, T )に対して鈍感であることが

分かる．Mv ∝ −Bφ と表すと，図 4.5.2の挿入図に示されるように，次数 φは約 φ =0.7-0.8

であった．Keserらは，3次元ディラック電子の価電子帯が絶対零度かつ化学ポテンシャル

がの磁場および温度依存性を考慮しない場合に非線形の反磁性磁化率を示すことを示した

[72]．本研究結果は，µの B-および T -依存性を考慮している場合でもMv の sub-linearの

磁場依存性が成立することを示している．

最後に，3次元ディラック電子の総磁化M = Mc +Mv についてである．結果は図 4.5.3
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図 5.2.1: ディラック電子のランダウ準位と磁場依存する化学ポテンシャルの関係．太い黒線が化学ポ

テンシャルを表す．量子極限以前はランダウ準位が化学ポテンシャルを通過することによる粒子数の減

少とランダウ縮重度の増加が釣りあい粒子数が保たれ，量子振動を除き化学ポテンシャルは動かない．

しかし量子極限になると化学ポテンシャルを通過するランダウ準位はなくなる一方で縮重度は増加す

る．カノニカル条件を満たすために化学ポテンシャルは下がる必要がある．

に示されるように，磁化 M は，弱磁場領域かつ低温条件では Mc からの量子振動を示し，

QLでは単調に減少する．QLにおける磁化の大きさ |M |は，温度の上昇に伴って減少する．
これは，Mc の増加と |Mv|の減少によって説明される．前者が主な原因であり，後者は副次
的な要因である．本研究の主要な発見は，低温領域 kBT ≲ EF では，指数 φが 1よりも小

さく，高温領域 kBT ≳ EF では φ > 1であることである．ここで，EF はバンド底から測っ

たフェルミエネルギーを表す．φの変化は，Mc がMv に対する相対的な寄与の変化によっ

て説明できる．低温領域では，Mc の寄与はMv に比べて非常に小さいため，φはMv の寄

与によって決定された．高温領域では，Mc の寄与がMv の寄与に匹敵するため，φ はMc

とMv の両者の寄与によって決定され，磁化の磁場依存性は φ > 1のように super-linearに

なった．φの定性的な変化を評価することは，有限温度での実験データの解析にとって重要

である．

5.2.2 磁化の温度依存性

図 5.2.3 は，高磁場領域の異なる磁場における磁化率 M/B の温度依存性を示している．

kBT ≳ EF = 7 meV ≃ 70 K では，磁化率は温度に比例することが分かった．すなわち，

χ(0)を T = 0における磁化率とすると，磁化率はM/B ∝ T + χ(0)と表現できる． この

磁化率の T -依存性は，Otakeらが報告した低磁場領域でのビスマスの実験結果と一致してい

る [77]．1980年に Otakeらはギャップの温度依存性を仮定することでビスマスの磁化率の

温度依存性が線形的になることを指摘した．一方で本研究ではエネルギーギャップの温度依

存性を仮定せずに，次の 2つの要因によって磁化率の温度依存性を説明できることを見つけ
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図 5.2.2: 弱磁場におけるビスマスの磁化の温度依存性．3kOeの磁場，90Kから 540Kの温度領域に

おけるビスマスの磁化率の温度依存性の実験結果 [77]．ビスマスの反磁性が温度の上昇に伴って単調

に減少することが分かる．

た．1つ目は熱励起である．温度上昇に伴い，フェルミ分布関数がぼやけ，価電子帯の状態

の占有確率が小さくなるエネルギー領域が広くなる. 2つは化学ポテンシャルの温度依存で

ある．図 4.3.1のように温度上昇に伴って化学ポテンシャルの変化は緩やかになる．温度上

昇に伴って計算される価電子帯の状態のエネルギーと化学ポテンシャルとの差が大きくなる

ので，Mv の絶対値は小さくなる．このようにエネルギーギャップの温度依存性を仮定せず

とも，フェルミ分布関数の広がりと µ(B, T )の増加によって温度上昇に対してMv の絶対値

が線形的に減少することが分かった．近年のいくつかの実験により 3次元ディラック電子で

ある PbTe [75]，Sr3PbO antiperovskite [104]，3次元ワイル電子である Cd3As2 [79]，およ

び 3次元トポロジカル絶縁体である Bi1−xSbx (x=0.08-0.16) [110]では，温度が上昇すると

反磁性が減少することが報告されている．

5.2.3 磁化率の化学ポテンシャル依存性

0磁場における磁化率 χの化学ポテンシャル依存性の先行研究がある．これと本研究の計

算により算出される磁化率 χ の化学ポテンシャル依存性を比較し，本研究の有効性を確か

める．

まず，(4.5.7)式と (4.5.14)式を利用した磁化率 χの計算方法を説明する．本研究の計算方

法では 0磁場付近の自由エネルギー，磁化などの物理量を求めることが難しい．なぜなら，0
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図 5.2.3: 量子極限におけるディラック電子の磁化の温度依存性．Fig. 4.5.3 の µ(B, T ) に基づいて，

磁場の大きさで温度で除算した磁化をプロットした．記号は計算点を表し，線で結ばれている．特に，

30K以上では温度が上昇するにつれて反磁性が単調に減少する．

磁場付近ではランダウ量子数の和の上限をとても大きく取る必要があるからである．よって，

最初の step1として次の様にして近似的に求めることになる．磁化M が磁場 B = B0 = 0

で 0を取るとする．このとき，0磁場付近の磁場 B1(> B0)における磁化M1 が分かれば，

磁化と磁場の差分比によって近似的に 0磁場の磁化率 χが求まる．また，磁場 B1 における

自由エネルギー F1 と磁場 B2(> B1)における自由エネルギー F2 が分かれば，磁化と自由エ

ネルギ-の差分比によって，磁場 B1 における磁化M1 が計算できる．step1により 0磁場の

磁化率 χが計算できた．

しかし，次の step2 が必要である．というのも B1 と B2 において自由エネルギー F1 と

F2 を求めるときに，各化学ポテンシャルの値で F (B)のピーク位置がずれるため，磁場 B1

と B2 を固定してると,各化学ポテンシャルで傾き (F2 −F1)/(B2 −B1) の正負が変わり，χ

にした時に 振動するもしくは，負ではなく，正の値も出てきてしまうことになる．この振動

問題を次の step2で解決した．まず，磁化M の弱磁場での振る舞いを B の 1次と仮定する．

したがって，このとき F (B)の弱磁場での振る舞いは B の２次である．各化学ポテンシャル

において，F (B)を弱磁場で数点求めて,最小 2乗法により B の 2次で近似する．次に，パ

ラメタ微分で B1 における磁化M1 を求める．最後に，step1を実行し磁化率 χを求める．

具体的には次の様に計算した．各化学ポテンシャルの値ごとに，自由エネルギー，磁化，

磁化率の順に計算する．まず，弱磁場領域として Ωc が 1.3 から 3.0 の範囲，計算点 15 点
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図 5.2.4: 弱磁場における磁化率 χの化学ポテンシャル依存性の先行研究との比較．ゼロ磁場における

磁化率の化学ポテンシャル依存性の，先行研究 [40](赤実線)と (4.5.7)式と (4.5.14)式を利用した本研

究 (青実線)を示した．どちらも絶縁相 |η| ≤ δ のときディラック電子の磁化率は負で最大になった．

(=Bn)で自由エネルギー F を計算する．次にこれを最小二乗法により磁場の２次で近似す

る．Bn/2となる磁場を B1，そこでの自由エネルギーの２次近似曲線から求めた磁化をM1

とする．最後に B0 = (0)での磁化 0と差分をとって B0 での磁化率 χを求めた．

弱磁場領域においてこの計算結果と既存の理論を比較したものが (図 5.2.4)である．弱磁

場領域におけるディラック電子の磁化率の化学ポテンシャル依存性は定性的に Fukuyamaの

結果 [40]と一致することがわかる．絶縁相 |η| ≤ δ のときディラック電子の磁化率は負で最

大になった．これによって定性的に本研究の有効性を確かめることができた．両者の完全な

一致がない理由は 2つ考えられる．1つ目が本研究ではカットオフ関数を利用してカットオ

フを滑らかにしている．この結果カットオフエネルギー付近のエネルギー領域での磁化の寄

与がカットオフを緩やかにしない場合と比べて少なく見積もられるからである．2つ目は本

研究結果である (4.5.7)式と (4.5.14)式を利用して弱磁場の計算をすることが難しく，上に

示した近似を利用して磁化率を求めたからである．本研究では状態和をマクローリン展開で

近似する手法を用いておらず，化学ポテンシャル以下のランダウ準位を全て計算する必要が

ある．そのため，化学ポテンシャル以下に多数のランダ準位が存在するゼロ磁場付近の磁場

領域の計算は難しくなる．
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(a) 温度範囲: 1.5K− 50K (b) 温度範囲: 60K− 300K

図 5.2.5: 磁場と並行に電場を印加する場合の Cd3As2 ナノワイヤー (直径 200nm) の負の磁気抵

抗 [111]

5.2.4 化学ポテンシャルの磁場による制御

化学ポテンシャル (絶対零度ではフェルミエネルギー) を磁場により制御できる可能性が

ある．現実の試料の電子系は本研究の仮定であるカノニカル条件 (等温，等積，等粒子数)を

満たしていると考えられる．このカノニカル条件が破られない環境であれば化学ポテンシャ

ルは磁場によって制御できる．通常化学ポテンシャルを調整するには，バルクならドープ，

半導体デバイスなら電場を与える方法を適用する．化学ポテンシャルの磁場制御はこれらと

異なる新しい化学ポテンシャルを調整法である．ただし，物質を他の物質と繋げることで，

カノニカル条件が破られる可能性がある．例えば，半導体デバイスに電場を与える方法であ

れば半導体デバイスでゲート電圧をかけているときは粒子数をコントロールして化学ポテン

シャルを変えている．この場合はカノニカル条件は破られることになる．

5.2.5 磁化以外の物理量の磁場および温度依存性

本研究では 3次元ディラック電子における磁化の磁場および温度依存性を見てきた．化学

ポテンシャルの温度および磁場依存に起因する，非単調な伝導帯寄与が，3次元ディラック

電子の磁化の磁場依存性を温度によって変化させた．ここでは，温度上昇に伴う化学ポテン

シャルのシフトに起因し，その磁場依存性が特徴的な温度変化をするディラック電子の他の

物理量を紹介する．例としてワイル電子の負の磁気抵抗の磁場依存性が挙げられる．ワイル

電子系である Cd3As2 ではカイラル異常を起因として負の磁気抵抗効果が起こることが Li

らによる実験で示されている [111]．この実験では Cd3As2 のバルク結晶は，フェルミエネ

ルギーがディラック点からかなり離れた位置にあるため，ワイル電子の線形分線からくるカ

イラル異常を観察しにくい．ナノワイヤー化してキャリア密度を下げることで，フェルミエ

ネルギーをディラック点付近まで下げている．カイラルとはスピンと運動量の相関のこと

である．磁場をかけて時間反転対称性を破り，ディラック点は２つのワイル点に分割され

る．このときそれぞれのワイル点においてスピンと運動量が互いに平行もしくは反平行にな
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図 5.2.6: 3次元ディラック電子の磁化の磁場依存性に関する先行研究との比較．3次元ディラック電子

の磁化を計算する上でより制限のない条件を記載した欄に色をつけた．例えば伝導帯の寄与は「あり」

の方が「ない」より制限のない条件なので色をつけてある．これを見ると本研究の条件はカノニカル条

件下において 3 次元ディラック電子の磁化の磁場および温度依存性を計算する上でより任意性のある

条件になっていることが分かる．緑の列が条件，青の列が各論文の主張である．

る．このスピンと運動量の向きの相関が平行の方を右手系，反平行が左手系と言う．カイラ

ル異常による負の磁気抵抗効が誘起されることは次のように説明できる．磁場をかけること

で時間反転対称性が破れ，磁場の方向に沿ってディラック点は２つのワイル点に分割し，２

つのワイル電子を形成する．このとき，カイラリティーが異なる右手系ワイル電子と左手系

ワイル電子は等しい化学ポテンシャルを持つ．ここに磁場と平行に電場を加えるとカイラリ

ティーの違いによって電場により加速される方向が逆になる．これにより，一方のワイル電

子が反対のカイラリティーを持つ別のワイル電子へポンピングする．その結果，反対のカイ

ラリティーを持つ 2つのワイル電子間で化学ポテンシャルが不均衡になる．これによって，

カイラル電流が発生する．このカイラル電流は電場の方向であるため結果として負の磁気抵

抗効が誘起されたことになる．

この実験では，Cd3As2 ナノワイヤーにおいて，電場と磁場が平行な場合に大きな負の磁

気抵抗が観測された．温度上昇に伴い負の磁気抵抗は大きくなり，ある温度領域を境にその

大きさが減少した．低温では，キャリア密度が低くフェルミ準位がディラック点に非常に近

いため，磁場によって誘起されるエネルギーギャップの影響で，カイラル異常に基づく負の

磁気抵抗が抑制される．温度上昇に伴い，熱励起が起こりキャリア密度が増加し，フェルミ

エネルギーがワイル点から遠ざかる．その結果，磁場により誘起されたギャップの影響が小

さくなり，カイラル異常起因の負の磁気抵抗の寄与が大きくなる．ある温度 (論文では 60K

付近)で負の磁気抵抗が最大となる．その後更に温度が上がると，次は熱による散乱の効果

が増加し負の磁気抵抗は減少する．このように温度上昇に伴うフェルミエネルギーのシフト

が負の磁気抵抗の大きさに影響を与えている．
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5.2.6 先行研究との比較

本研究の 3次元ディラック電子の磁化の磁場依存性について理論と実験の両面で先行研究

と比較した (図 5.2.6)．まず，磁化M が低温で sub-linearになる結果 (図 5.2.6の (1))につ

いては，3次元ディラック電子の伝導帯の寄与も考慮した点が理論として新しい結果である．

Keserらによっては 3次元ディラック電子を用いて絶対零度における価電子帯寄与のみ考慮

した磁化の磁場依存性が求められた [72]．図におけるその他の理論はワイル電子について

の結果である．また，低温で磁化が sub-linearの磁場依存性になることは 1.3Kの低温での

Iwasaらによる実験によって示されている [71]．他の低温領域においても磁化が sub-linear

の磁場依存性になることが実験によって示されることも期待される．次に磁化M が高温で

super-linearになる結果 (図 5.2.6の (2))は理論として新しい．また，現在のところ対応する

実験もない．理論としては 2次元ワイル電子でワイル点に化学ポテンシャルを固定し，伝導

帯の寄与も含めた Pratamaらの計算がある [68]．彼らは高温/弱磁場極限で磁化の磁場依存

性が linearになることを示した．ただ化学ポテンシャルの磁場依存性は考慮されておらず，

化学ポテンシャルはワイル点に固定されている．この状況では伝導帯の寄与の効果が出てく

るのは温度による熱励起が起こるときに限られると考えられる．2次元ワイル電子において

も化学ポテンシャルの磁場依存性を考慮した計算がなされ伝導帯寄与の非単調な磁場および

温度依存性により，磁化の磁場依存性が高温で super-linearになることが期待される．有限

温度，任意磁場で伝導帯寄与Mc が正になる結果 (図 5.2.6の (3-1))は理論として新規性が

ある．3次元ワイル電子を使った Zhangらによる計算では温度条件が絶対零度であるため量

子極限で伝導帯寄与は 0である [69]．2次元ワイル電子では高温/弱磁場極限で価電子帯から

伝導帯寄与への熱励起が原因で linearとなると Pratamaらによって説明されるも [68]，明

確に有限磁場で伝導帯寄与が正であるとは分からない．伝導帯寄与Mc が化学ポテンシャル

の温度/磁場依存に起因する非単調な磁場依存性になる結果 (図 5.2.6の (3-2))は理論および

実験として新しい．有限温度，任意磁場で価電子帯の寄与Mv が負になる点と高温でも価電

子帯寄与は sub-linearになる結果 (図 5.2.6の (4-1)および (4-2))は理論として新しい．3次

元ディラック電子では絶対零度において任意磁場で価電子帯の寄与は負になり sub-linearに

なることは Keserらにより示されている [72]．

本研究の 3 次元ディラック電子の磁化の温度依存性について既存の実験と比較した (図

5.2.7)．まず，量子極限においても磁化の温度依存性が線形依存になる点が新しい結果で

ある．Otake らにより弱磁場においては Bi の実験によりディラック電子の磁化が弱磁場

で線形になることが観測された [77]．90K − 180K の温度領域において本研究 (量子極限

4, 6, 8, 10T) と弱磁場 (0.3T) の Otake らの実験と比較できる．他の３次元ディラック電子

系 (PbTe [75]，Sr3PbO antiperovskite [104])，3次元ワイル電子である Cd3As2 [79]では

温度が上昇すると反磁性が減少することが報告されているが，磁化の線形的な温度依存性が

あることまでは報告されていない．最後に，熱励起と伝導帯寄与Mc の非単調な磁場および

温度依存性によって磁化M の温度依存性が線形になる点が新しい．Otakeらはギャップの

温度依存性を仮定することで，弱磁場における磁化の温度の線形依存性を説明した．本研究

ではギャップの温度依存性は仮定していない．
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図 5.2.7: 3 次元ディラック電子の磁化の温度依存性に関する先行研究との比較．本研究と先行研究を

比較した．現時点で 3次元ディラック電子の磁化の温度依存性を示した理論はない．緑の列が条件，青

の列が各論文の主張である．
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第 6章

総括

本研究では，系を等温，等積，等密度の条件下で，自由エネルギーを磁場 B と温度 T の関

数として計算することで，3次元ディラック電子の磁化M を調べた．特に，従来の研究では

無視されていた化学ポテンシャル µの磁場と温度依存性を考慮することで，QLにおける磁

化M を計算する上での µ(B, T )を考慮することの重要性を示した．典型的な例として，自

由電子の場合にM は µ(B, T )によって有限の値に近づくが，磁場と温度依存性を考慮しな

い µ0 の場合はで，QLでM が消失することが分かった．

ディラック電子の場合，M ∝ −Bφ と分類される磁化の磁場依存性は，温度によって
変化することが分かった．EF をバンド端から測ったフェルミエネルギーとすると，低温

kBT ≲ EF では，φ ≃ 0.7-0.8 のような sub-linear の磁場依存性が観察され，従来のディ

ラック電子の研究結果と一致した [67–69, 72]．高温 kBT ≳ EF では，φ > 1のように磁場

依存性が super-linearになった．この φの定性的な変化は，主にMc の磁場依存性の非単調

性から生じ，Mc の磁場依存性は µの磁場 B と温度 T に依存することに起因する．
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付録 A

カットオフ関数なしの場合のディ
ラック電子の伝導帯寄与

A.1 伝導帯-キャリア密度Nc

Nc
V

=

∫ ∞

0

ρD(ε)f(ε)dε (A.1.1)

=
eB

2π2ℏ2

√
mc

∆

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

∫ ∞

0

|ε|√
ε2 −∆2 − 2jℏωc∆

f(ε)dε (A.1.2)

=
eB

2π2ℏ2

√
mc

∆

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

∫ ∞

√
A

|ε|√
ε2 −∆2 − 2jℏωc∆

1

1 + eβ(ε−µ)
dε (A.1.3)

これを無次元化して整理すると，次の形になる．

Nc /N0 =
1

2π2
ΩcM

√
M

1√
δ

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

∫ ∞

√
α

E√
E2 − α

1

1 + e(E−η) dE (A.1.4)

部分積分をすることで，被積分関数に発散項がでないように式変形して，最終的に次の形に

なる．

Nc /N0 =
1

2π2
ΩcM

√
M

1√
δ

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

∫ ∞

√
α

√
E2 − α(

e(E−η) + 1
) (
e−(E−η) + 1

)dE (A.1.5)

A.2 伝導帯-自由エネルギー Fc

自由電子のときと同様にすると，ディラック電子の伝導帯の自由エネルギー Fc は，

Fc = µN − kβT
2eBV

(2π)
2 ℏ

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

0

ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

)
dkz (A.2.1)
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となる．積分変数を kz から εに変数変換して，積分の下限を全て 0に統一する．ディラッ

ク電子の磁場中のエネルギー分散から計算される dk
dε を代入すると，

Fc = µN − kBT
2eBV

(2π)
2 ℏ2

√
mc

∆
∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

0

ln
(
1 + e−β(ε(n,σ,kz)−µ)

) ε√
ε2 −∆2 − 2jℏωc∆

dε (A.2.2)

無次元化すると，

βFc = ηN−N0
2

(2π)2
M

1√
δ
Ωc

√
M

∞∑
n=0

∑
σ

∫ ∞

0

ln
(
1 + e−(E−η)

) E√
E2 − α

dE (A.2.3)

となる．ここで積分部分を Aとする．被積分関数の分母から E2 − α > 0であるので，積分

区間は [
√
α,∞]になる．

A =

∫ ∞

√
α

ln
(
1 + e−(E−η)

) E√
E2 − α

dE (A.2.4)

=
[√

E2 − α ln
(
1 + e−(E−η)

)]∞
√
α

−
∫ ∞

√
α

√
E2 − α

e−(E−η)(−1)

1 + e−(E−η) dE (A.2.5)

第一項の極限は 0になり，Aはさらに次の様に変形できる．

A =

∫ ∞

√
α

√
E2 − α

1

e(E−η) + 1
dE (A.2.6)

=

[
1

2

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣] 1

e(E−η) + 1

]∞
√
α

−
∫ ∞

√
α

1

2

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣] −e(E−η)(
e(E−η) + 1

)2 dE (A.2.7)

=
1
2α ln

√
α

e(
√
α−η) + 1

+
1

2

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣](
e(E−η) + 1

) (
e−(E−η) + 1

) dE (A.2.8)

計算の途中で次の積分の公式を使用した．∫ √
x2 − gdx =

1

2

[
x
√
x2 − g − g ln

∣∣∣x+
√
x2 − g

∣∣∣]+ C (A.2.9)

結果的に伝導帯の自由エネルギー Fc は次の様な形になる．

βFc =ηN −N0
2

(2π)2
M

1√
δ
Ωc

√
M

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

( 1
2α ln

√
α

e(
√
α−η) + 1

+
1

2

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣](
e(E−η) + 1

) (
e−(E−η) + 1

) dE

)
(A.2.10)
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A.3 伝導帯-磁化Mc

伝導帯由来の磁化Mc は次のように，伝導帯電子の自由エネルギー Fc の磁場微分によっ

て求めらえる．

Mc = − 1

V

∂Fc
∂B

(A.3.1)

ここで，R = βFc とすると，Mc は次のようになる．

Mc = − 1

V

∂
(

1
βR
)

∂
(
mc
βℏeΩc

) (A.3.2)

= − 1

V

ℏe
mc

∂R

∂Ωc
(A.3.3)

dR
∂Ωc
に注目すると，

dR

∂Ωc
=

∂

∂Ωc

ηN −N0
1

(2π)2
M

1√
δ

√
MΩc

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2

 (A.3.4)

(
α ln

√
α

e(
√
α−η) + 1

+

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣](
e(E−η) + 1

) (
e−(E−η) + 1

) dE

)]
(A.3.5)

となる．N=一定であるので η(Ωc)である．ここで，

W = N0
1

(2π)2
M

1√
δ

√
M (A.3.6)

W1 =
α ln

√
α

e(
√
α−η) + 1

(A.3.7)

W2 =

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣](
e(E−η) + 1

) (
e−(E−η) + 1

) dE (A.3.8)

とおく．η(Ωc)，α(Ωc, j)，Ωc が Ωc の関数であることに注意して以下変形する．

dR

∂Ωc
=

∂η

∂Ωc
N − ∂

∂Ωc
[WΩc(ΣΣ) (W1(α, η) +W2(α, η))] (A.3.9)

=
∂η

∂Ωc
N −W (ΣΣ)

[
W1(α, η) +W2(α, η) + Ωc

(
∂W1(α, η)

∂Ωc
+
∂W2(α, η))

∂Ωc

)]
(A.3.10)

∂W1(α,η)
∂Ωc

と ∂W2(α,η)
∂Ωc

について分けて計算する．

∂W1(α, η)

∂Ωc
=

∂

∂Ωc

α ln
√
α

e(
√
α−η)+1

(A.3.11)

=

(
∂α

∂Ωc

∂

∂α
α

)
ln
√
α

1

e(
√
α−η) + 1

+

(
∂α

∂Ωc

∂

∂α
ln

√
α

)
α

1

e(
√
α−η) + 1

+
α

∂Ωc

1

e(
√
α−η) + 1

α ln
√
α (A.3.12)
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ここで，

∂

∂Ω

1

e(
√
α−η) + 1

=
∂

∂α

1

e(
√
α−η) + 1

∂α

∂Ωc
+

∂

∂η

1

e(
√
α−η) + 1

∂η

∂Ωc
(A.3.13)

=
e(

√
α−η)(

e(
√
α−η) + 1

)2 (−jδ 1√
α
+

∂η

∂Ωc

)
(A.3.14)

=
1

2(cosh(
√
α− η) + 1)

(
∂η

∂Ωc
− jδ

1√
α

)
(A.3.15)

よって，∂W1(α,η)
∂Ωc

は，

∂W1(α, η)

∂Ωc
=

jδ

e(
√
α−η) + 1

(1 + 2 ln
√
α)

+
α ln

√
α

2(cosh(
√
α− η) + 1)

(
∂η

∂Ωc
− jδ

1√
α

)
(A.3.16)

と求まる．∂W2(α,η)
∂Ωc

については次のようになる．

∂W2(α, η)

∂Ωc
=

∂

∂Ωc

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣](
e(E−η) + 1

) (
e−(E−η) + 1

) dE (A.3.17)

=
∂

∂Ωc

∫ ∞

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣]
2(cosh(E − η) + 1)

dE (A.3.18)

ここで，次の Leibniz則 [105]により，微分と積分の順序を変える．

d

dx

(∫ b(x)

a(x)

f(x, t)dt

)
= f(x, b(x))

d

dx
b(x)− f(x, a(x))

d

dx
a(x) +

∫ b(x)

a(x)

∂

∂x
f(x, t)dt

(A.3.19)

ただし，−∞ < a(x), b(x) < ∞ である．これを適用すると，∂W2(α,η)
∂Ωc

は次の様に変形で

きる．

∂W2(α, η)

∂Ωc
= lim
G→∞

∂

∂Ωc

∫ G

√
α

[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣]
2(cos(E − η) + 1)

dE (A.3.20)

=
jδ
√
α ln

√
α

2(cosh(
√
α− η) + 1)

+
1

2

∫ ∞

√
α

∂

∂Ωc

E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣
(cosh(E − η) + 1)

dE (A.3.21)

被積分項に注目すると，

∂

∂Ωc

E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣
cosh(E − η) + 1

=
∂

∂α

{[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣]
cosh(E − η) + 1

}
∂α

∂Ωc

+
∂

∂η

{[
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣]
cos(E − η) + 1

}
∂η

∂Ωc

(A.3.22)
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=
−2jδ

cosh(E − η) + 1

(
E

2
√
E2 − α

+ ln
∣∣∣E +

√
E2 − α

∣∣∣− α

2
√
E2 − α

(
E +

√
E2 − α

))

+
{
E
√
E2 − α− α ln

∣∣∣E +
√
E2 − α

∣∣∣} sinh(E − η)

(cosh(E − η) + 1)
2

∂η

δΩc
(A.3.23)

と計算できる．この様にして ∂W2(α,η)
∂Ωc

は計算された．よってまとめると，Mc は次の様に

なる．

Mc

/(
− 1

V

ℏe
mc

)
=

dR

∂Ωc
(A.3.24)

=
∂η

∂Ωc
N −W (ΣΣ)

[
W1(α, η) + Ωc

∂W1(α, η)

∂Ωc
+W2(α, η) + Ωc

∂W2(α, η))

∂Ωc

]
(A.3.25)

=
∂η

∂Ωc
N −N0

1

(2π)2
M

1√
δ

√
M

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[

1

e(
√
α−η) + 1

{
α ln

√
α+Ωcjδ(1 + 2 ln

√
α)
}
+

Ωcα ln
√
α

2(cosh(
√
α− η) + 1)

(
∂η

∂Ωc
− jδ

1√
α

)
+

Ωcjδ
√
α ln

√
α

2(cosh(
√
α− η) + 1)

+

∫ ∞

√
α

dE

{
−Ωcjδ

cosh(E − η) + 1 E

2
√
E2 − α

+ ln
∣∣∣E +

√
E2 − α

∣∣∣− α

2
√
E2 − α

(
E +

√
E2 − α)


+
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣
2(cosh(E − η) + 1)

(
1 +

Ωc sinh(E − η)

cosh(E − η) + 1

∂η

∂Ωc

)}]
(A.3.26)

さらに整理すると次の形になる．

Mc /M0

= −ℏ3

V

√
β3

m3
N

1

M

∂η

∂Ωc
+

1

(2π)2
1√
δ

√
M

0∑
j=0

 ∞∑
j=1

×2


[

1

e(
√
α−η) + 1

{
α ln

√
α+Ωcjδ(1 + 2 ln

√
α)
}
+

Ωcα ln
√
α

2(cosh(
√
α− η) + 1)

∂η

∂Ωc

+

∫ ∞

√
α

dE

{
−Ωcjδ

cosh(E − η) + 1(
E

2
√
E2 − α

+ ln
∣∣∣E +

√
E2 − α

∣∣∣− α

2
√
E2 − α

(
E +

√
E2 − α

))

+
E
√
E2 − α− α ln

∣∣E +
√
E2 − α

∣∣
2(cosh(E − η) + 1)

(
1 +

Ωc sinh(E − η)

cosh(E − η) + 1

∂η

∂Ωc

)}]
(A.3.27)

化学ポテンシャルの磁場依存性がない場合の表式は， ∂η
∂Ωc

= 0とすれば得られる．
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付録 B

磁化と磁化率の単位

書籍や論文によっては単位が異なる様に見え，自由エネルギーから磁化を計算するなどの

場合に混乱することがある．ここでは Schoenberg[86]と Solyom[82]の扱っている磁化と磁

化率の単位について整理し，本研究で適用すべき磁化や磁化率の公式を確認する．結論とし

て，本論文中の磁化M の単位は [A/m]であり，磁化率 χの単位は無次元である．そしてそ

の定義は次の様になる．磁化の定義は，

− 1

V

∂F

∂B
(B.0.1)

であり，磁化と磁化率の関係は次になる．

χ =
∂M

∂H
(B.0.2)

単位を分析する上で，右辺と左辺の次元が等しいことを =̌を用いて表す．まず，Schoenberg

の磁化の定義については次の様になる．Ωを電子系の熱力学ポテンシャル，B を磁束密度と

すると，

−∇BΩ=̌[A/m] ∗ [m3] (B.0.3)

これは，体積 V の系の磁気モーメントを表しており，これを V で除したものが系の磁化に

なる．実際，Schoenbergはこの点に注意書きを加えている．Schoenbergの磁化や磁化率の

定義は本論文のそれらと本質的に同じであることが確認できた．

Solyomの磁化率の定義については次の様になる．

χ = − 1

V
µ0
∂2E

∂B2
=

∂

∂
(
B
µ0

) [− 1

V

∂E

∂B

]
(B.0.4)

µ0 は真空の透磁率，B は磁束密度，E は系の内部エネルギーである．[
− 1

V

∂E

∂B

]
=̌[A/m] (B.0.5)

B

µ0
=̌[A/m] (B.0.6)
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より，χは無次元である．この様にして，Solyomの磁化や磁化率の定義も本論文のそれらと

同じであることを確認できた．

また，種々の量についての次の関係も整理しておく．磁場の単位 [A/m]，磁束密度の単位

[wb/m2] = [T ]，また真空の透磁率 µ0 の次元は次の様になる．

[A/m]=̌M0L−1T 0I1 (B.0.7)

[wb/m2]=̌M1L0T−2I−1 (B.0.8)

µ0=̌M
1L1T−2I−2 (B.0.9)

よって，次の関係が成り立つ．

[A/m]× µ0=̌[wb/m2] = [T ] (B.0.10)

また，磁気モーメントの次元は，その単位が [J/T ]なので，

[J/T ]=̌M0L2T 0I1 (B.0.11)

である．以上より，

[A/m]=̌[J/T ]× [m−3] (B.0.12)

となることから，磁化は単位体積あたりの磁気モーメントであることも確認できる．
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付録 C

ランダウ量子数の和の上限

カットオフ関数を使用せずに，カットオフエネルギー Ec によって階段的にエネルギー範

囲を制限する場合のランダウ量子数の和の上限 jmax を考える．磁場中のディラック電子の

エネルギー分散

ε = ±

√
∆2 + 2∆

((
n+

1

2
+

1

2
σ

)
ℏwc +

ℏ2k2
2mc

)
(C.0.1)

を無次元化すると，

E = s

√
δ2 + 2δ

(
jΩc + β

ℏ2k2
2mc

)
(C.0.2)

となる．ここで，s = ±(+:伝導帯，−:価電子帯) とした．価電子帯の量子数 j の最大値 jvmax

とは，その量子数のエネルギー分散の端点のエネルギーがちょうどカットオフエネルギー Evc

になるような量子数 jv である．よって，上の分散式に E = Evc , s = −1, j = jvmax, k = 0を

代入して，

Evc = −
√
δ2 + 2δjvmaxΩc (C.0.3)

⇔ jvmax =
Evc

2 − δ2

2δΩc
(C.0.4)

数値計算上は，十分大きい jをとることを考慮して，価電子帯の量子数 jの最大値は [jvmax]+1

の値を使用する．[ ]はガウス記号である．伝導帯の量子数 j の最大値 jcmax は価電子帯の

量子数 j の最大値と同じ大きさにすれば十分である．

カットオフ関数を使用する場合は，伝導帯および価電子帯の量子数 j の最大値は j
(c,v)
max よ

りも大きくとる必要がある．カットオフ関数はエネルギーのカットが階段的でなく，緩やか

にエネルギー制限を加えるからである．その量子数のエネルギー分散の端点のエネルギーが

カットオフ関数の値が十分に 0に近い値をとるエネルギーになる j を選ぶ必要がある．
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付録 D

ディラック電子の磁化M の凸性

グラフの凹凸を見れば，関数の次数 dが 0 < d < 1または，d > 1がわかる．

M = −Bd (0 < d ∈ R) (D.0.1)

とする．

d2M

dB2
= −d(d− 1)Bd−2 (D.0.2)

0 < d < 1のとき，d2M
dB2 > 0であるので M(B)は下に凸 d > 1のとき，d2M

dB2 < 0であるの

で M(B)は上に凸となる．

図 D.0.1: Dirac 電子の磁化 M の凸性．M = −Bd (0 < d ∈ R) とするとき，次数 d の大きさに

よって関数の凸性が変わる．
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付録 E

局所最小二乗法による微分

グラフの区間を分割し，その区間ごとに最小二乗法を利用してグラフの微分値を求め

る手法を記載する [112]．{yi} をデータ，f(x) を fitting 関数とする．このとき，G ≡∑N
i=1 {yi − f (xi)}2 を最小にする f(x) を見つける．つまり，f(x) の各次数の係数をパラ

メーターとしてこれを動かす．そして Gを最小にするパラメーターを発見する．

まず簡単な場合である f(x) = ax + bを考える．G =
∑N
i=1 {yi − (axi + b)}2 とすると，

Gが最小になるための必要条件は． {
∂G
∂a = 0
∂G
∂b = 0

(E.0.1)

である．これを解くと．{ ∑
∂
∂a {yi − axi − b}2 = 0∑
∂
∂b {yi − axi − b}2 = 0

(E.0.2)

⇔
[
a
b

]
=

[
Σx2i Σxi
Σxi Σ1

]−1 [
Σxiyi
Σyi

]
(E.0.3)

=
1

N
∑
x2i − (

∑
xi)

2

[
N
∑
xiyi −

∑
xi
∑
yi

−
∑
xi (
∑
xiyi) +

∑
yiΣx

2
i

]
(E.0.4)

となる．

次に f(x) = ax2 + bx + cの場合を考える．f(x) = ax + bの場合と同様にすると，G =∑N
i=1

{
yi −

(
ax2i + bxi + c

)}2
が最小になるために必要条件は，∂G

∂a = 0, ∂G∂b = 0, ∂G∂c = 0

である． 
∑

∂
∂a

{
yi − (ax2i + bxi + c)

}2
= 0∑

∂
∂b

{
yi − (ax2i + bxi + c)

}2
= 0∑

∂
∂c

{
yi − (ax2i + bxi + c)

}2
= 0

(E.0.5)

⇔

 a
b
c

 =

 Σx4i Σx3i Σx2i
Σx3i Σx2i Σxi
Σx2i Σxi Σ1

−1  Σx2i yi
Σxiyi
Σyi

 (E.0.6)

となる．

これをさらに一般化する．各次数の係数を B で表す．最高次数 n の係数を B(1) と

し，最低次数 0 の係数 (つまり定数) を B(n + 1) とする．すると fitting 関数 f(x) は



118 付録 E 局所最小二乗法による微分

f(x) = B(1)xn +B(2)xn−1 + · · ·+B(n+ 1)x0 と表される．このとき，一般化された最小

２乗法による fitting関数の係数を求める式は次の様になる．
B(1)
B(2)
...

B(n+ 1)

 =


∑
x2ni

∑
x2n−1
i · · ·

∑
xni∑

x2n−1
i Σxn−1

i
...

...
Σxni Σxn−1

i · · ·
∑
x0i


−1 

Σxni yi
...

Σx1i yi
Σx0i yi

 (E.0.7)

なお，(k, j)成分の次数は 2n− (k− 1)− (j − 1)となる．(E.0.7)式を s = T−1uとおくと，

行列 T は (n+ 1)× (n+ 1)の対称行列になっており，異なる成分の数は 2n+ 1個である．
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付録 F∫ √
x2 − gdxの計算

I =
∫ √

x2 − gdxとおく．

I =

∫
1 ·
√
x2 − gdx (F.0.1)

= x
√
x2 − g −

∫
x
1

2

(
x2 − g

)− 1
2 · 2xdx (F.0.2)

= x
√
x2 − g −

∫ (
x2 − g√
x2 − g

+
g√
x2 − g

)
dx (F.0.3)

= x
√
x2 − g − I − g ln

∣∣∣x+
√
x2 − g

∣∣∣+ C ′ (F.0.4)

したがって，

I =

∫ √
x2 − gdx =

1

2

{
x
√
x2 − g − g ln

∣∣∣x+
√
x2 − g

∣∣∣}+ C (F.0.5)
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