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るホモクリニック軌道の捕捉の意味である．なお，検証が成功すれば，ホモクリニック軌道
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概要
本論文では，与えられた常微分方程式で記述される連続力学系がホモクリニッ
ク軌道を持つことを，精度保証の技法を用いて検証する方法について論じる．こ
の方法が適用できれば，問題としている力学系にホモクリニック軌道が存在する
ことが数学的に証明され，かつ，その存在範囲が特定されてホモクリニック軌道
を捕捉することが可能となる．
連続力学系

dx

dt
= f(x)， x,f ∈ Rn

において，右辺 f(x)が tを陽に含まないとき，これを自励系という．また，自励
系において，右辺の零点 x∗を不動点と呼ぶ．時刻 t = 0で xから出発する解軌道
φ(t,x)が，

lim
t→∞

φ(t,x) = x∗

lim
t→−∞

φ(t,x) = x∗

となるとき，φ(t,x)の成す軌道をホモクリニック軌道と呼ぶ．この軌道が異なる
不動点 x∗

1,x
∗
2間で形成される場合には，これをヘテロクリニック軌道と呼ぶ．

与えられた力学系がホモクリニック軌道を持つかどうか分からない場合に，そ
の存在自体を検証する方法を考える．ここでは，パラメータp ∈ P ⊂ Rkを導入し
て力学系の集合を扱い，その集合の中にホモクリニック軌道を持つ力学系が存在
することを示す．これが本論文におけるホモクリニック軌道の捕捉の意味である．
なお，検証が成功すれば，ホモクリニック軌道の空間的な存在範囲も特定できる．
パラメータ pの次元 kは，扱う力学系の不動点の特性によって定まる．k = 1の
場合については，Lyapunov関数を精度保証で構成した上で，中間値の定理を適用
する検証法が松江・山本 [1]によって示されている．
k = 2の場合，もはや中間値の定理は利用できないが，写像度の議論を用いた新し
い検証法の理論的準備が松江・山本 [2]により整えられている．
本論文では，この理論の実際の適用を試みることを目的とする．例題に則して
理論の整理を行った後，ホモクリニック軌道の精度保証による検証を行い，その
存在を証明するとともに存在範囲を特定する．
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1 はじめに
力学系の分野では近年，精度保証の技術が盛んに用いられるようになってきた．
ホモクリニック軌道のように，存在検証が困難な対象についても，精度保証を利
用した解析が行われている．また，Lyapunov関数のような強力な解析ツールも精
度保証によって構成可能となってきている．
本論文では，Lyapunov関数を精度保証で構成し，これを用いてホモクリニック
軌道の存在検証を行う手法について論じる．
連続力学系

dx

dt
= f(x)， x,f ∈ Rn

を考える．以下では，右辺 f(x)が tを陽に含まない自励系についてのみ扱う．こ
れによって，点xを初期値とする解軌道φ(t,x)は，xが異なれば交叉しないため，
扱いやすくなる．
右辺の零点x∗を不動点と呼ぶ．dφ(t,x∗)/dtは恒等的に 0となる．時刻 t = 0で

xから出発する解軌道 φ(t,x)が，

lim
t→∞

φ(t,x) = x∗

lim
t→−∞

φ(t,x) = x∗

となるとき，φ(t,x)の成す軌道をホモクリニック軌道と呼ぶ．このような軌道が異
なる不動点x∗

1,x
∗
2間で形成される場合には，これをヘテロクリニック軌道と呼ぶ．

次章で定義する双曲型不動点については，t→ ∞でx∗へ収束する初期点の集合
および，t→ −∞でx∗へ収束する初期点の集合は，ともに多様体となることが知
られている．多様体とは，局所座標が入っていて局所的にユークリッド空間とみ
なせる集合のことであるが，詳細については，文献 [3]を参照されたい．さらに，
t→ ∞でx∗へ収束する初期点の集合を安定多様体，t→ −∞でx∗へ収束する初
期点の集合を不安定多様体と呼ぶ．この安定多様体と不安定多様体を持つ双曲型
不動点を，特にサドル型不動点とよぶ．不動点を繋ぐホモクリニック軌道，ヘテ
ロクリニック軌道は，この安定多様体と不安定多様体の接続であると言える．ま
た，n次元力学系のサドル型不動点において，安定多様体の次元を s，不安定多様
体の次元を uとしたとき，s+ u = nが成立する．
さて，ホモクリニック軌道を捕捉する方法としては，

(a) 与えられた力学系がホモクリニック軌道を持つことが判明している場合に対
し，その存在範囲を検証する方法．

(b) 与えられた力学系がホモクリニック軌道を持つかどうかが判明していない場
合に対し，その存在自体を検証する方法．この場合，存在検証に伴って存在
範囲も確定される．
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の二種が考えられる．(a)の場合は，自励系では解軌道が交叉しないという特性を
利用して，比較的容易に検証が可能である．したがって，本論文では (b)の方法に
ついて論じることとする．
ホモクリニック軌道は，存在していても特異的であることがほとんどであり，方
程式の係数の僅かな変動でその存在が失われてしまうことが多い．このような特
異性を考慮して，k個のパラメータの組 p ∈ P ⊂ Rkを導入する．通常，kはホモ
クリニック軌道の余次元に取られる．
ホモクリニック軌道の存在検証の手順の概略は，以下のようになる．

(1) x∗の不安定多様体上の点 xを選ぶ．不安定多様体は pに依存することに注
意する．

(2) 点xを始点とする解軌道φ(t,x)をLohner法により計算する．ここで，Lohner
法は，常微分方程式の初期値問題に対する精度保証法であり，Taylor展開法，
Schauderの不動点定理を用いた打切り誤差評価，QR分解を用いた座標変換
による誤差拡大の低減などで構成される手法である．詳細については，文献
[4]を参照されたい．

(3) pを集合P の中で動かすとき，φ(t,x)が安定多様体に接続するような t,pが
存在することを確認する．

この過程で，不安定多様体と安定多様体の存在範囲を特定する必要があり，これ
に Lyapunov関数を用いる．これについては，第 3章で記述する．
手順 (3)において，余次元１のホモクリニック軌道のとき，すなわちパラメータ
が１つのときは中間値の定理が利用される [1]．余次元が２のとき，すなわちパラ
メータが２つのときは，もはや中間値の定理では不十分であり，Brouwerの一致点
定理と呼ばれるものを利用する．これは写像度の議論を用いた定理であり，写像度
の精度保証による扱いが必要になる．そのために，Interval Simplex Theorem(IS

定理)を用意する．IS定理は，松江・山本 [2]によって導入された精度保証で写像
度を扱うための定理である．Brouwerの一致点定理，IS定理についての詳細は第
5章に記述する．
検証に関する一連の理論の準備は，IS定理を含め松江・山本 [2]によって成され
ているが，これを実際に適用した例は示されていない．本論文は，余次元２のホ
モクリニック軌道の数値的検証法について，上記の理論を適用することを試みる
ものである．例題としては，n = 3の場合を取り上げ，理論的な内容も３次元に限
定した形に整理して記述する．その準備の下で，精度保証によるホモクリニック
軌道の存在検証を第 6章で行う．
なお，その他の精度保証に関する基本的技法については，文献 [5]，[6]などを参
照されたい．
本論文のテーマに対する先行研究としては，Wilczak[7]による時間逆転とCovering

reralionを用いた方法が挙げられる．これは，３次元力学系における余次元２のホ
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モクリニック軌道に対して，時間を逆転させ余次元１と見なすことで問題を簡単
化したものである．Covering relationは，トポロジーの議論を用いた力学系の解
析手法である．これについては，Zgliczyńskiらによる論文 [8]に詳細が記述されて
いる．

2 不動点近傍の力学系
連続力学系

dx

dt
= f(x)， x,f ∈ Rn

において，右辺 f(x)の零点である不動点x∗が存在するものとする．f(x)は考え
ている領域で Cr(r ≥ 1)とし，x∗における f のヤコビ行列をDf ∗ := Df(x∗)と
おく．Df ∗の固有値の実部が全て非零，つまり正負のどちらかである場合，不動
点x∗は双曲型であるという．本論文においては，この双曲型不動点についてのみ
扱う．双曲型不動点は，Df ∗の固有値実部の正負によって以下の３種類に分別さ
れる．

(1) 固有値実部が全て負の場合
このとき，不動点は吸引点とよばれ，不動点近傍で不動点に流入するフロー
を持つ．

(2) 固有値実部が全て正の場合
このとき，不動点は湧出点とよばれ，不動点近傍で不動点から流出するフロー
を持つ．

(2) 正と負の固有値実部を持つ場合
このとき，不動点は鞍点 (サドル)とよばれ，不動点近傍において，ある方向
からは流入し，ある方向からは流出するフローを持つ．

サドル型不動点は，t→ ∞で不動点に収束する安定多様体と，t→ −∞で不動
点に収束する不安定多様体を持つ．いま，Df ∗の実部正の固有値の数と，実部負
の固有値を数をそれぞれ u, sとおく．u, sの値は，それぞれ不安定多様体の次元と
安定多様体の次元に一致する．特に，実部正の固有値に対する固有ベクトルは不
安定多様体の，実部負の固有値に対する固有ベクトルは安定多様体の不動点にお
ける接ベクトルとなる [3]．

3 Lyapunov関数
双曲型不動点近傍での力学系は，これを線形化した力学系で近似されることが知
られている [3].したがって，双曲型不動点にあってはその小さな近傍で Lyapunov
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関数が存在する．Lyapunov関数は位相空間上で等位面を成し，解は等位面を下る
方向へ単調に変位する．不動点周りの力学系の解析において，Lyapunov関数を構
成することは非常に重要な意味を持つ．
ここで Lyapunov関数とは，ある開集合U ⊂ Rnに対して以下を満たすC1関数

L : U → Rnをいう．

1. x ∈ U における各解軌道 φ(t,x)について (dL/dt)(φ(t,x)) |t=0≤ 0

2. φ(t,x) ≡ x∗ ∈ U となる不動点 x∗について (dL/dt)(φ(t,x)) |t=0= 0

以下では，文献 [13]及び [14]に従い，双曲型不動点に対するLyapunov関数の構
成法，及びその定義域の検証法について論じる．

3.1 Lyapunov関数の構成

1. x = x∗における f(x)のヤコビ行列をDf ∗と置く．これが正則行列によっ
て対角化可能であるとし，Λを固有値 λ1, · · · , λnを並べた対角行列，Xを対
応する固有ベクトルを並べた行列とする．ただし，λk(k = 1, · · · , n)の実部
は非零であることを仮定する．

このとき，

Λ = X−1Df ∗X

となる．ΛとXの算定には通常の浮動小数点演算を用いる．なお，対角化可
能でない場合については，文献 [12]で議論されている．

2. 行列 I∗ を，ベクトル (i1, i2, · · · , in)を対角成分とする対角行列とする．こ
こに，

ik =

{
1, if Re(λk) < 0,

−1, if Re(λk) > 0.

なお，双曲性の仮定より，Re(λ) = 0となることはない．

3. 実対称行列Yを以下のように算定する．

Ŷ = X−HI∗X−1

Y = Re(Ŷ )

ただし，X−H は行列Xの共役転置の逆行列であり，この算定も浮動小数点
演算を用いて行う．
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4. Lyapunov関数の候補として，次の 2次形式を定義する．

L(x) = (x− x∗)TY (x− x∗).

精度保証で用いる際には，Y の代わりに (Y +Y T )/2を用いるなどの方法で，
Y の対称性を確保する．

3.2 L(x)の妥当性

上で導いたL(x)が不動点を含む領域で Lyapunov関数の要件を満たすための十
分条件を導き，また双曲型不動点の十分小さな近傍ではこの条件を満たしている
ことを示す．
解軌道 x(t)に沿って L(x(t))を tで微分すると，

d

dt
L(x) = f(x)TY (x− x∗) + (x− x∗)TY f(x)

となる．ここで，

g(s) = f(x∗ + s(x− x∗)), s ∈ [0, 1]

を考える．

d

ds
g = Df(x∗ + s(x− x∗))(x− x∗)

および f(x∗) = 0となることから，

f(x) =

∫ 1

0

Df(x∗ + s(x− x∗))ds(x− x∗)

を得る．ただしDf(x)は f の xにおけるヤコビ行列である．これより，L(x(t))
の t微分は，実 2次形式

d

dt
L(x) = (x− x∗)T

∫ 1

0

(Df(x∗ + s(x− x∗))TY + Y Df(x∗ + s(x− x∗)))ds(x− x∗)

で表されることになる．
いま，z = x∗ + s(x− x∗)とおき，実対称行列A(z)を

A(z) = Df(z)TY + Y Df(z)

で定める．x∗とxを結ぶ線分上の任意の点 zについてA(z)が負定値であれば，x
に対して dL(x)/dt < 0となる．
以上より，不動点 x∗に関する星型領域DL，すなわち

• x∗ ∈ DL
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• x ∈ DLに対し任意の 0 ≤ s ≤ 1について x∗ + s(x− x∗) ∈ DL

を満たす領域においては，任意の z ∈ DLに対してA(z)が不定値であることが，
L(x)がDLで Lyapunov関数となるための十分条件となる．
次に，zが不動点x∗の近傍にあるときのA(z)の負定値性を示す．A(z)の固有
値の zに関する連続性から，A(x∗)の負定値性を示せばよい．
一般に，エルミート行列Hの 2次形式は実数値を取る．特に，実ベクトル zに
ついては，

zTHz = zTRe(H)z

となる．したがって，A(x∗)の代わりにエルミート行列

A∗ = (Df ∗)H Ŷ + Ŷ Df ∗

の負定値性を調べればよい．Ŷ の定義を用いると

A∗ = (Df ∗)HX−HI∗X−1 +X−HI∗X−1Df ∗

= X−HΛHI∗X−1 +X−HI∗ΛX−1

= X−H(2Re(Λ)I∗)X−1

= −2X−H |Re(Λ)|X−1

と変形できる．ここで |Re(Λ)|は行列 Re(Λ)の各成分の絶対値を取った行列を表
す．これより，A∗は負定値のエルミート行列であることがわかる．したがって，
x∗の十分小さな近傍では，

d

dt
L(x) < 0, x ̸= x∗

となる．一方，dL(x∗)/dt = 0であるから，L(x)はこの近傍でLyapunov関数の要
件を満たす．

3.3 Lyapunov関数の定義域の検証

構成した Lyapunov関数が定義される領域を検証する．
不動点に関する星型領域DLを取り，この領域に対して Lyapunov関数の要件を満
たすかを確認する．まず，領域DLを不動点近傍の領域DL1と，それ以外の領域
DL2に分ける．さらに，DL1，DL2を適当な小領域に分割する．これらについて，
次の検証条件の成立を確認する．

Stage1. 領域DL1の検証
DL1を分割した各小領域を区間ベクトル [x]で抱合し，さらにA([x])の負定
値性を精度保証法で以下の手順により検証する．
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1. [x]の中心ベクトルをxとする．行列A(x)を浮動小数点演算で算定し，
その対角化を近似的に行う．すなわち，

Λ = (X)−1A(x)X

となる行列Xを算定する．

2. 精度保証法によって区間行列 (X)−1A([x])Xを算定し，その成分を [a]ij
と置く．

3. この区間行列にゲルシュゴリンの定理を適用する．すなわち，各 i =

1, · · · , nについて

[a]ii +
∑
j ̸=i

|[a]ij| < 0

を精度保証で検証する．

Stage2. 領域DL2の検証

d

dt
L(x) = f(x)TY (x− x∗) + (x− x∗)TY f(x)

が負となることを，各小領域において区間演算で直接確認する．

以上で領域DLで Lyapunov関数が定義できることが検証される．この領域DLを
Lyapunov領域という．

3.4 実対称行列Y の妥当性

Lyapunov関数の構成において，実対称行列 Y は近似計算を通じて決定されるも
のであり，Y が零固有値を持たず，またその正および負の固有値の数がそれぞれ
Df ∗の実部が負，実部が正の固有値の数と一致するかは自明ではない．
ゆえにここで，Lyapunov関数の要件 dL/dt < 0が成立しているとき，以上が
満たされることを示す．以下の議論では，簡単のために双曲型不動点x∗を原点に
取る．

3.4.1 Y の正則性

実対称行列 Y が零固有値を持たないことは，Y の正則性と同値である．
いま，Y が正則でないと仮定すると，零でないx ∈ Rnが存在して，Y x = 0と
なる．このとき，

dL

dt
(x) = fT (x)Y x+ xTY f(x)

= fT (x)Y x+ (Y x)Tf(x)

= 0
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となり，dL/dt < 0に矛盾する．したがって Y は正則行列である．

3.4.2 Y の正負の固有値の数について

Df ∗の固有値のうち，実部正のものが u個，実部負のものが s個であるとする．
ただし，s+ u = nで，かつ sは安定多様体の次元，uは不安定多様体の次元とそ
れぞれ一致する．
ここで，Y の固有値のうち，正のものが s′個，負のものが u′個であるとする．Y
は零固有値を持たないので，s′ + u′ = nである．
以下を定義する．

v1, · · · ,vs′ :Y の正の固有値に対する固有ベクトル．

u1, · · · ,uu′ :Y の負の固有値に対する固有ベクトル．

v∗
1, · · · ,v∗

s :Df ∗の実部負の固有値に対する固有ベクトル．

u∗
1, · · · ,u∗

u :Df ∗の実部正の固有値に対する固有ベクトル．

Y は実対称行列であるから，v1, · · · ,vs′および，u1, · · ·, uu′は互いに直交するよ
うに選ぶことが出来る．ここで，安定多様体定理より，u∗

1, · · · ,u∗
uは不動点x∗に

おける不安定多様体の接ベクトルである．安定多様体定理については，文献 [3]を
参照されたい．またやはり安定多様体定理から，x∗の十分小さな近傍において連
続写像 ψが存在して，不安定多様体上の点 zに対し，

z =
s∑

j=1

yjvj +
u∑

j=1

xjuj

と表したとき，

(y1, · · · , ys) = ψ(x1, · · · , xu)

の関係が成立する．このとき，z = (x1, · · · , xu, y1, · · · , ys)と表すことにする．z

は Lyapunov領域内にあるので，z ̸= 0のとき

dL

dt
(φ(t, z))

∣∣∣∣
t=0

< 0

が成立する．また，zは不安定多様体上の点であるから，

lim
t→−∞

L(φ(t, z)) = 0

となる．したがって，L(z) < 0である．同様の議論を安定多様体上の点 ẑ ̸= 0に
対して行えば，L(ẑ) > 0を得る．すなわち，

zTY z

zTz
< 0 <

ẑTY ẑ

ẑT ẑ
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となるので，実対称行列に対するRayleigh商の議論から，Y は少なくとも１つの
正の固有値 および １つの負の固有値を持つ．したがって，u′ ≥ 1, s′ ≥ 1である．
さて，u′ < uを仮定する． このとき任意のuj, (j = 1, · · · , u′)に対し，

uT
j (α1u

∗
1 + · · ·+ αuu

∗
u) = 0

となる同時に０とならない α1, · · · , αuを取ることができる．そこで，

u∗ =
u∑

j=1

αju
∗
j

とおけば，{v1, · · · , vs′}と {u1, · · · , uu′}の直交性から，u∗は {v1, · · · ,vs′}のみで
張られる空間に属する．したがって，

u∗ =
s′∑

k=1

ckvk.

となる．よって，

L(u∗) = (u∗)TY u∗

=
s′∑

j=1

cjv
T
j Y

s′∑
k=1

ckvk

=
s′∑

j,k=1

λkcjckvjvk

=
s′∑

j,k=1

λkcjckδjk

=
s′∑

k=1

λkc
2
k > 0

となる．ここで，δjkはKronecker deltaである．L(u∗)の値を l∗ > 0とおく．
さて，適当に小さい正数 δを選べば，不安定多様体上の点 zを

z∗ = (δα1, · · · , δαu, β1, · · · , βs),
(β1, · · · , βs) = ψ(δα1, · · · , δαu)

と表すことができる．さらに，u∗は不安定多様体の接ベクトルであるから，正数
δを小さく取ることで，

tθ =

√∑s
j=1 β

2
j√∑u

j=1(δαj)2
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を任意に小さく取れる (このことは，厳密には安定多様体定理から導かれる)．こ
のとき，√√√√ s∑

j=1

β2
j = O(δtθ)

である．そこで，

z∗ = δu∗ + v∗

と書くとき，

||v∗|| = O(

√√√√ s∑
j=1

β2
j )

= O(δtθ)

となる．このとき，

L(z∗) = (z∗)TY z

= δ2(u∗)TY u∗ + δ(u∗)TY (v∗) + δ(v∗)TY u∗ + (v∗)TY (v∗)

= δ2l∗ +O(δ2tθ) +O(δ2t2θ)

= δ2l∗ +O(δ2tθ)

= δ2(l∗ +O(tθ))

ここで，l∗ > 0，かつ tθは任意に小さく取れるので，右辺> 0．しかるに，z∗は不
安定多様体上の点であるから，左辺< 0となり矛盾．
以上より，u′ ≥ uでなければならない．同様にして s′ ≥ sも示すことができる
ので，u′ + s′ = u+ sより u′ = uかつ s = s′でなければならない．

4 ホモクリニック軌道に対する検証手順
本章では，ホモクリニック軌道の検証手順について簡単に整理する．この検証
手順の妥当性およびそれを保証するための数学的な議論は第 5章で記述し，ここ
では，実際の計算手順の概要を記すに留める．問題としては，３次元力学系にお
いて安定多様体の余次元が２の場合についてのみを考える．また，議論を簡潔に
するために

• 双曲型不動点 x∗はパラメータに依存しないこと

• Df(x∗)の固有値実部の符号は，パラメータによって変化しないこと
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を仮定する．

1. ２次元凸パラメータ領域Dpを設定する．余次元２のホモクリニック軌道を
捉えるため，パラメータは２つ取る．パラメータ選定の具体的な方法として
は，f(x)の係数のうち，解に対する過敏性が特に強いもの２つ (a, bとおく)

を取ることが考えられる．

2. f(x)の不動点 x∗の近傍で Lyapunov関数 L(x)を構成する．
Lyapunov関数の値が０となる曲面 L−1(0)は３次元空間内で錐体を定める．
L+ = {x | L(x) > 0}，L− = {x | L(x) < 0} とおくと，安定多様体はL+上
に存在し，不安定多様体は L−上に存在することになる．

3. 得られた Lyapunov関数の定義域である Lyapunov領域DLの検証を行う．
この検証は，パラメータ (a, b) ∈ Dpに対して行う．Lyapunov関数は，ある
f(x)に対して一意に定まるものではないため，パラメータ領域Dpの大きさ
がある程度小さければ，Dp全体に対して同一の Lyapunov関数と Lyapunov

領域を設定できることが期待される．

4. Lyapunov関数の０レベルセットである錐体面L−1(0)を繋ぐ線分 γを，領域
DL1に取る．線分 γの両端は，L−1(0)上の点であり，両端を除く部分は L−

に含まれるものとする．γはパラメータに依らない同一の直線 lγ上にあるも
のを設定する．

5. γ上の不安定多様体の通過点 x0を含む区間 [X0]を，精度保証を用いて確定
する．さらに，t < 0に対してx0からの軌道φ(t,x0)がDL1から出ないこと
も確認する．このとき，不安定多様体と γは必ず一点で交叉することが示せ
る (5.3.2節参照)．

6. t > 0に対し，φ(t, [X0])を Lohner法を用いて精度保証付きで計算し，これ
が再び x∗へ近づき，ある T0 > 0で L+に含まれることを確認する．

7. φ(T0, [X0])とx∗を内包する可縮領域Dhを考え，その境界 ∂DhのうちL+に
属する面でフローの流出がないことを確認する．

8. パラメータ領域Dpの境界∂Dpに属する (a, b)に対し，φ(t, [X0])がある T̂ > T0
で L−に達することを精度保証により確認する．

9. L−に x∗を通る平面 Γを設定し，R3から Γへの正射影を PΓとおく．集合
{PΓφ(T̂ , [X0])}が，x∗を囲む環状の領域Eに含まれることを確認する．

10. Γ上に x∗を始点とするベクトル l∗を固定する．Eの各点 zに対し，ベクト
ル z − x∗が l∗と成す角を θとおく．
パラメータ (a, b)が ∂Dpを一周するとき，θが−πから πまで連続に変化す
ることを確認する．
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以上が検証における手順である．これらが全て確認できれば，ホモクリニック軌
道の存在が証明される．

5 検証手順に関する数学的論証
本章では，第 4章で記した検証手順の理論的妥当性を示す．

5.1 利用する概念・定理

本章において用いる概念や定理の概説を以下に記述する．なお，厳密な定義や
証明については，文献 [2]，[10]，[11]を参照されたい．

• 写像度
R2の円周 S1に対し，f : S1 → S1を連続写像とする．点 xが S1上を正の
向きに一周するとき，その像 f(x)は S1上を何回かまわるが，この回数を符
号までこめて考えて，f の写像度といい，degf で表す．詳細は IS定理の証
明中に述べている．

• Brouwerの一致点定理
Bnを n次元円板，その境界である n− 1次元球面を Sn−1とする．
F : Bn → Bnを連続写像とし，これを Sn−1に制限したものを FS とする．
FS(S

n−1) ⊂ Sn−1，deg(FS) ̸= 0が満たされるとき，F と任意の連続写像
G : Bn → Bnは一致点を持つ．すなわち，F (x) = G(x)となるx ∈ Bnが存
在する．
なお，本論文では，n = 2の場合のみを扱う．

• ホモトピーと写像度
位相空間Xから位相空間 Y への２つの連続写像 F, F ′ : X → Y に対し，連
続写像 Fh : X × [0, 1] → Y であって，

Fh(x, 0) = F (x), Fh(x, 1) = F ′(x), x ∈ X

を満たすものが存在するとき，F と F ′はホモトピックまたはホモトープで
あるという．また Fhを F から F ′へのホモトピーという．連続写像 F, F ′ :

S1 → S1がホモトピックならば写像度は一致する．すなわち，degF =degF ′

となる．

• Interval Simplex Theorem(IS定理)

ある連続写像に対し，その写像度が 0でないことを精度保証で検証するため
の条件を与える定理である．
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R2の円周 S1で定義され，S1に値域を持つ連続写像 f を考える．定義域で
あるS1を複素平面上の原点中心の単位円と同一視し，その弧C1，C2，C3を，

C1 = {z ∈ S1|0 ≤ arg(z) ≤ 2πs1}
C2 = {z ∈ S1|2πs1 ≤ arg(z) ≤ 2πs2}
C3 = {z ∈ S1|2πs2 ≤ arg(z) ≤ 2π}

と取る．ただし，0 < s1 < s2 < 1である．
値域であるS1の弧 V1，V2，V3がそれぞれC1，C2，C3の fによる像を包含し，
かつ

V1 ∩ V2 ̸= ϕ　 (1)

V2 ∩ V3 ̸= ϕ　 (2)

V3 ∩ V1 ̸= ϕ (3)

V1 ∩ V2 ∩ V3 = ϕ (4)

を満たすとする．
このとき，f : S1 → S1の写像度は 0ではない．
(証明)

t ∈ Rに対し，

e(t) = exp(2iπt)

とおき，さらに f ◦e : R → S1の定義域を [0, 1]に制限した写像を f̂ : [0, 1] →
S1とする．また，f̂(0) = e(t0)となる t0 ∈ R を選んでおく．

補題１ [9]� �
f̂ : [0, 1] → S1を連続写像とし，x0 ∈ [0, 1]とする．

1. f(x0) = e(t0)を満たす実数 t0に対し，連続写像 f̃ : [0, 1] → R で，
e ◦ f̃ = f̂ かつ f̃(x0) = t0を満たすものが一意に存在する．

2. 連続写像 f̃，̃g : [0, 1] → Rが e ◦ f̃ = e ◦ g̃ = f̂ を満たせば，k =

g̃(x0) − f̃(x0) とおくと，kは整数で，全ての x ∈ [0, 1]に対して
g̃(x) = f̃(x) + kが成り立つ．� �

補題１より，

e ◦ f̃ = f̂

f̃(0) = t0
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を満たす写像 f̃ : [0, 1] → Rがただ一つ存在し，f の写像度は

deg f = f̃(1)− f̃(0)

によって定義される．この値は，t0の選び方によらず，必ず同じ整数となる．

以下，背理法を用いる．deg f = 0を仮定する．
deg f = 0より，f̃(1) = f̃(0) = t0となる．また，f̃(s1) = t1，̃f(s2) = t2と
おく．V1，V2，V3 ⊂ S1の eによる逆像 e−1(V1)，e−1(V2)，e−1(V3) ⊂ Rを考え
る．これらは一般に連続体とはならないが，

U1 ⊂ e−1(V1) : [0, s1]のf̃による像

U2 ⊂ e−1(V2) : [s1, s2]のf̃による像

U3 ⊂ e−1(V3) : [s2, 1]のf̃による像

は，それぞれ連続な線分であり，特に検証条件 (4)より，

U1 ∩ U2 ∩ U3 = ϕ

でなければならない．

ここで，t0 ∈ U1 ∩U3であることから，t1 ∈ U2と t2 ∈ U2は t0に重ならない．
したがって，起こり得るものは以下の２通りのいずれかである．

1. t1，t2がともに t0の右側もしくは左側にある場合．
t0 < t1 < t2とすると，

[t0, t1] ⊂ U1

[t1, t2] ⊂ U2

[t0, t2] ⊂ U3

より，t1 ∈ U1 ∩U2 ∩U3となり仮定に矛盾する．他の場合も同様にして
矛盾が導ける．

2. t1，t2がそれぞれ t0の右側および左側にある場合．
t1 < t0 < t2とすると，

[t1, t0] ⊂ U1

[t1, t2] ⊂ U2

[t0, t2] ⊂ U3

より，t0 ∈ U1 ∩U2 ∩U3となり仮定に矛盾する．他の場合も同様にして
矛盾が導ける．

以上より，いずれの場合についても矛盾が生じるので，deg f = 0となるこ
とはない．
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5.2 Lyapunov関数の錐体面における軌道通過の検証

サドル型不動点の周辺にLyapunov関数L(x)が定義されているとき，Lyapunov
領域のうち L(x) < 0となる部分 L−，L(x) > 0となる部分 L+のそれぞれにつ
いて，錐体面L−1(0)を通過せずにフロー流入あるいは流出することの有無を検証
する．
このような流入・流出がないことは，ホモクリニック軌道の検証過程で必要と
なる条件であるが，L−, L+のそれぞれの部分で扱いの相違がある．これは，L−で
は不安定多様体の流れに関する条件を検証し，L+では一般の軌道の流出に関する
条件を検証することになるからである．さらに，L+では Lyapunov領域DLで考
えるのに対し，L−ではDLのうち，3.3節で述べた Stage１で検証された領域DL1

に限定して扱う．
なお，一般の軌道の流入・流出に関する条件を付加したDL1内の部分の領域は，
力学系で扱う h-setと関係する [8]．
連続力学系

dx

dt
= f(x), x ∈ R3

がサドル型不動点x∗ = 0を持ち，１次元の安定多様体と２次元の不安定多様体を
持つものとする．不動点が原点と異なる場合には，不動点を原点とする座標系へ
平行移動して以下の議論を行う．
この不動点を含む領域DLで Lyapunov関数

L(x) = xTY x

が定義され，特に，星型領域DL1 ⊂ DLにおいて，条件

DfT (x)Y + Y Df(x) < 0 (左辺の行列が負定値の意味)

が任意の x ∈ DL1で成立しているものとする．
まず，L− ⊂ DLについて記述する．領域DL1 ⊂ DLに対し，これに内包される
可縮な閉領域で不動点を内部に含むものDhを考える．Dhの境界 ∂Dhの各点xの
うち，L−に含まれるものに対し，

< 1 > ある正数 εがあって，任意の−ε < t < 0について

φ(t,x) ∈ Dh

または，

< 2 > ある負の時刻 t−1があって，

φ(t−1,x) ∈ L+
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となることを要請する．
これらの条件は，不安定多様体上の点を方程式のパラメータに関して連続なも
のとして特定する際に用いられる．次に，L+ ⊂ DLについて述べる．Lyapunov

領域DLに対し，これに内包される可縮な閉領域で不動点を内部に含むものを再び
Dhとおく．Dhの境界 ∂Dhの各点 xのうち L+に含まれるものに対し，

< 1 > ある正数 εがあって，任意の 0 < t < εについて，

φ(t,x) ∈ Dh

または，

< 2 > ある正の時刻 t+1があって，

φ(t+1,x) ∈ L−

となることを要請する．
このとき，Dhの内部にある点を通る軌道は，必ず錐体面L−1(0)を通過する．こ
れは自明であるので論証は省略する．
可縮領域Dhとしては，円筒形や球形などが考えられる．もしくは，円筒形表面
あるいは球形表面と Lyapunov等位面の組み合わせで囲まれる領域を用いること
も出来る．
また，∂Dh上の点xが法線ベクトルを持つとき，要請条件のうちの< 1 >につ
いては，その法線ベクトルと f(x) との内積の符号によって検証可能である．
実際の検証では，∂Dhを小領域に分割し，各小領域ごとに区間演算を用いた精
度保証法を適用して，要請条件< 1 >,< 2 >を確認することになる．詳細につい
ては数値例で示す．

5.3 初期点の設定と連続性

第 4章の手順 4で設定する解軌道の初期点の定め方について，5.3.1節でその詳
細を述べる．また，パラメータ領域Dpに対して初期値が連続であることを 5.3.2

節で示す．

5.3.1 初期点の設定

Lyapunov関数の０レベルセットである錐体面L−1(0)を繋ぐ線分γを，Lyapunov
領域のうち Stage1によって検証された領域DL1に取る．線分 γの両端は，L−1(0)

の点であり，両端を除く部分はL(x) < 0の領域に含まれるものとする．γはパラ
メータに依らない同一の直線 lγ上にあるものを設定する．
以下の手順によって，不安定多様体が通過する γ上の点を包含する区間を精度
保証により算定する．
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1. 線分 γを適当な区間 [γ1], [γ2], · · · , [γm]に分割する．

2. 各区間ごとに，常微分方程式を時間逆方向へ精度保証法によって解き，その
軌道を算定する．

3. 軌道が Lyapunov関数の錐体内部 L+に入った区間を除外する．

4. 除外されずに残った区間内を不安定多様体が通過することになる．

以上により求めた区間を第 4章の手順６の軌道計算における初期区間 [X0]として
用いる．不安定多様体の通過点を x0 ∈ [X0]とおく．

5.3.2 初期点の連続性

行列 Y の固有ベクトルのうち，正の固有値に対応する固有ベクトルを vとする．
これを用いて L+を２つの領域

L1 = {x ∈ L+ | vTx > 0},
L2 = {x ∈ L+ | vTx < 0}

に分割する．すると，γ ⊂ Dhより，任意の点x ∈ γに対して次のいずれかが成立
する．

【１】φ(t1,x) ∈ L1，かつ t > t1を満たす任意の t < 0について φ(t,x) /∈ L2とな
る t1 < 0が存在する．

【２】φ(t2,x) ∈ L2，かつ t > t2を満たす任意の t < 0について φ(t,x) /∈ L1とな
る t2 < 0が存在する．

【３】任意の t < 0について φ(t,x) ∈ Dh ∩ L−

いま，線分 γの２つの端点は錐体面L−1(0)上にあり，それぞれ上記【１】，【２】
を満たしている．L1 ∩ L2 = ϕであるから，【１】，【２】は同時に成立せず，かつ
解軌道φが初期値に連続に依存することから，γ上に【３】が成立する点が必ず存
在する．さらに，Lyapunov領域内において【３】の点は不安定多様体上の点であ
るから，線分 γは不安定多様体との共通点を持つ．すなわち線分 γは，不安定多
様体との共通点のうち，軌道を遡った際にDhの領域外へ出ることがないような点
を少なくともひとつ持つ．
以下，パラメータ (a, b) ∈ Dpに γ上の初期点x0を対応させる写像をF0 : Dp → γ

とし，F0がDpで連続であることを示す．そのためには，線分 γと不安定多様体
との共通点のうち，上記の性質を満たすものが唯ひとつであることが十分条件と
なる．
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不動点 x∗ = 0は，１次元の安定多様体と２次元の不安定多様体を持つ．いま，
x∗を含む領域DLで Lyapunov関数

L(x) = xTY x

が定義され，星型領域DL1 ⊂ DLにおいて，条件

DfT (x)Y + Y Df(x) < 0 (負定値の意味)

が任意の x ∈ DL1で成立している．
このとき，次のことが成立する．

補題２� �
不安定多様体の２点 x1,x2 ∈ DL1に対して，

y = x2 − x1

とおけば，

L(y) < 0

である．� �
(証明)

(1) 任意の解軌道x1(t),x2(t) が領域 DL1の中にある限り，任意の t ∈ Rに対し，

dL

dt
(x2(t)− x1(t)) < 0

となることを示す．上式の左辺は微分方程式と Lの定義より，

dL

dt
(x2(t)− x1(t)) = (f(x2)− f(x1))

TY (x2 − x1)

+ (x2 − x1)
TY (f(x2)− f(x1)) (5)

となる．ここで，点x1(t)とx2(t)とを結ぶ線分がDL1内に取れるとする．こ
れに沿う積分を用いて

f(x2)− f(x1) =

∫ 1

0

Df(x1 + s(x2 − x1))ds(x2 − x1)

と表せる．ここで，x1x2を x1(t)と x2(t)を結ぶ線分とし，

Df(x1x2) = {Df(x)|x ∈ x1x2}
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とおく．このとき，

Df(x+ s(x2 − x1) ∈ Df(x1x2), 0 ≤ ∀s ≤ 1

となることに注意すると，上式右辺は，Df(x1x2)(x2 −x1)に含まれること
がわかる．したがって，ある x̃ ∈ x1x2が存在して

f(x2)− f(x1) = Df(x̃)(x2 − x1)

が成り立つ．

D̃f = Df(x̃), x̃ ∈ x1x2

とおけば，

dL

dt
(x2(t)− x1(t)) = (x2(t)− x1(t))

T (D̃f
T
Y + Y D̃f)(x2(t)− x1(t))

である．前提条件より D̃f
T
Y + Y D̃f < 0であるので，式 (5)右辺は負値と

なる．

(2) 不安定多様体上に２点 x1,x2 ∈ DL1を取り，

y = x2 − x1

とおく．仮定から，x1または x2を始点とし，時刻 t < 0における解軌道上
の点は常に領域DL1内にあるので，(1)より

L(φ(t,x2)− φ(t,x1)) > L(y)

が任意の t < 0で成り立つ．ここで，x1,x2は不安定多様体上の点であるか
ら，t→ −∞で φ(t,x2) = φ(t,x1) = 0．すなわち，

lim
t→−∞

L(φ(t,x2)− φ(t,x1)) = 0.

したがって，0 ≥ L(y)となるが，L(y) = 0とするとある時刻 t1 < 0で
y1 = φ(t1,x2) − φ(t1,x1)について L(y1) > 0となり，L(y1)について L(y)

と同様の議論を行えば矛盾が生じる．以上より，

L(y) < 0

が示された．
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補題２を用いて，線分 γと不安定多様体との交点が１点のみであることを示す．
そのためには，γ上の相違なる任意の２点 x1,x2について，L(x2 − x1) > 0とな
ることを言えばよい．２次形式として見れば，任意の点x ∈ R3と任意の実数 sに
ついて，L(x)とL(sx)の符号は一致するから，x1と x2をそれぞれ線分 γの端点
に取って議論する．
線分 γ上の端点を除く点は，パラメータ s, 0 < s < 1を用いて

x(s) = sx1 + (1− s)x2

と表される．γの定義より，

L(x(s)) < 0.

また，L(x1) = 0, L(x2) = 0より，

L(x(s)) = s2L(x1) + (1− s)2L(x2) + s(1− s)(xT
1 Y x2 + xT

2 Y x1)

= s(1− s)(xT
1 Y x2 + xT

2 Y x1)

したがって，s(1− s) > 0より，

xT
1 Y x2 = xT

2 Y x1 < 0

を得る．これより，L(x2 −x1) > 0．以上より，不安定多様体は γと１点のみで交
叉する．
次に，初期点 x0 ∈ γがパラメータ (a, b) ∈ Dpに連続に依存することを確認す
る．線分 γがパラメータに依らず同一の直線 lγ上にあることから，各パラメータ
に対する不安定多様体は，lγとそれぞれ一点x0(a, b)で交わることになる．不安定
多様体は (a, b)に連続に依存するから，点 x0(a, b)も連続に依存する．
以上より，写像

F0 : Dp ∋ (a, b) → x0 ∈ γ

が連続であることが示された．

5.4 連続関数の構成について

ホモクリニック軌道の検証にはBrouwerの一致点定理を用いるが，これは単位
円上の連続関数について記述されるものである．そこで，検証プロセス全体を連
続関数の合成として表現し，Brouwerの一致点定理の適用が直接可能な形に議論
を整えることにしよう．B0, B1を２次元単位円板，S0, S1をその境界である円周と
する．ここで定義する関数は以下のものである：
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• Φ0 : B0 → Dp．同相写像．このような同相写像が存在することは自明であ
るのでここでは議論しない．

• F0 : Dp → lγ．lγは線分γが乗るパラメータに依存しない直線である．(a, b) ∈
Dpに対して決まる不安定多様体が，線分 γを通過する点 x0(a, b)を F0の像
とする．これが連続写像となることは，5.3節で既に論じた．
像の集合 F0(Dp)をX0 ⊂ lγとおく．

• F1：定義域をX0とする．パラメータに依存しない正数 l0を取り，Lyapunov

関数の等位面 L−1(l0)を考える．x0 ∈ X0に対して解軌道 φ(t,x0)が L−1(l0)

に至る時刻を t = T1(x0)とし，F1(x0) = φ(T1(x0),x0)と定める．ただし，こ
のような l0および T1(x0)が存在することは精度保証によって検証する．実
際の方法は数値例で記述する．これらがすべて存在すれば，L−1(l0)はパラ
メータに関して連続，T1はx0について連続となるので，F1も連続写像であ
る．
像の集合 F1(X0)をX1とおく．

• F2：定義域をX1とする．x1 ∈ X1に対し，解軌道 φ(t,x1)が錐体面 L−1(0)

に到達する点x2 ∈ L−1(0)を像とする．L−1(0)はパラメータに連続に依存す
るので，この写像は有限時間で錐体面に到達する点の近傍では連続になる．
しかしながら，x1が対応するパラメータに対する安定多様体上にあるとき
には F2(x1) = x∗となり，到達時間は無限大になるため F2の連続性は自明
ではない．

また，解軌道 φ(t,x)が必ず錐体面に到達するかも自明ではないが，これは
精度保証により確認する．実際の方法は数値例で述べる．

F2の連続性を以下で示しておく．ただし，簡単のためx∗ = 0とする．F2を
以下に示す l-積分による L−1(l0)から L−1(0)への写像と考える．すなわち，

F2 : L
−1(l0) ∋ x1 → x2 ∈ L−1(0)

を，

x2 = x1 +

∫ 0

l0

f(x(l))

fTY x(l) + xT (l)Y f
dl

によって定める．これは，時刻 tを変数 lに変換して軌道を積分することに相
当する．ただし，x(l)は始点 xによって定まる解軌道 φ(t,x)が曲面 L−1(l)

に達する時刻 tにおける点である．被積分関数の分母は dL/dtにあたるので，
Lyapunov関数の定義より原点以外では負値を取るが，x(l)が原点に近づく
と 0に近づく．しかしながら，原点近傍では原点での f のヤコビ行列Df ∗

22



を用いて，

f(x) ≈ Df ∗x

fTY x+ xTY f ≈ xTA∗x

A∗ := (Df ∗)TY + Y Df ∗

と近似されること，およびA∗の負値性と

l = xTY x

を用いて積分が有限確定することを示すことができる．そのため，

r := ||x||, v =
x

||x||
x = rv

とおく．まず，適当に小さい正数 εを用いて，∫ 0

l0

f(x(l))

fTY x(l) + xT (l)Y f
dl =

∫ ε

l0

f(x(l))

fTY x(l) + xT (l)Y f
dl

+

∫ 0

ε

f(x(l)

fTY x(l) + xT (l)Y f
dl

とすれば，右辺第一項は有限である．また第二項については，∫ 0

ε

f(x(l)

fTY x(l) + xT (l)Y f
dl ≈

∫ 0

ε

Df ∗x

xTA∗x
dl

=

∫ 0

ε

Df ∗v

rvTA∗v
dl

=

∫ 0

ε′

Df ∗v

rvTA∗v
2rvTY vdr

= 2

∫ 0

ε′

Df ∗v

vTA∗v
vTY vdr

となる．ここに ε′ =
√
ε/vTY vである．A∗の負値性より，右辺の被積分関

数の分母は 0にならず，積分は有限である．したがって，左辺も有限確定し，
このことから F2の連続性が従う．

• F3 : X2 → Γ．パラメータに依らない平面Γを取り，R3からΓへの正射影を
PΓ とする．ただしΓは不動点x∗を含み，任意のパラメータ値においてこれ
を固定するごとに，任意の x ∈ L− ∪ L−1(0)に対して

PΓ(x) = x∗ ⇒ x = x∗
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が成立するよう傾きを定める．実際には，すべてのパラメータ値に対するL−

の共通部分を通過する平面の中から選ばれることになる．
F3 = PΓとし，像の集合 F3(X2)をX3 ⊂ Γとおく．

• F4 : X3 → Br．不動点 x∗ を中心とし，半径 rの円板 Br ⊂ Γを取る．点
x3 ∈ X3と不動点x∗を結ぶ線分が，Brの境界 Srと共通点を持つとき，これ
を yとおく．写像 F4は次で定まる連続写像である．

F4(x3) =

{
y, for x3 /∈ Br.

x3, for x3 ∈ Br.

像の集合 F4(X3)をX4 ⊂ Brとおく．

• Φ1 : Br → B1．同相写像．ただし，x∗をB1の中心に移すものとする．この
ような同相写像が存在することは自明なので，ここでは議論しない．

以上に挙げた写像はいずれも連続写像である．したがって，その合成

F = Φ1 ◦ F4 ◦ F3 ◦ F2 ◦ F1 ◦ F0 ◦ Φ0

はB0からB1への連続写像となる．これにBrouwerの一致点定理を適用する．す
なわち，F を S1に限定した写像を FSとおいたとき，

• FS(S0) ⊂ S1

• FSの写像度が０でないこと

を精度保証により検証する．これが確認できれば，Brouwerの一致点定理により，
F はB1の中心を像とする定点写像Gと一致点を持つ．このことから，

F4 ◦ F3 ◦ F2 ◦ F1 ◦ F0(a
∗, b∗) = x∗

となる (a∗, b∗) ∈ Dpが存在する．さらに，F4, F3の定義から，

F2 ◦ F1 ◦ F0(a
∗, b∗) = x∗

であり，F2は解軌道に沿った写像であるから，F1 ◦F0(a
∗, b∗)は安定多様体上の点

に対応する．x0 = F0(a
∗, b∗)は不安定多様体上の点で，F1は軌道に沿った積分で

あるから，φ(t,x0)がホモクリニック軌道を与えることになる．
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5.5 実際の検証方法との関係

理論上は，写像度は F を円周上に限定した写像 FS に対して検証される．これ
はパラメータ領域Dpの境界の像を錐体面L−1(0)上に特定する過程を含んでいる．
実際の検証では，錐体面上の像を特定することはせず，錐体面を通過した集合に
ついて写像度を調べる．ここでは，一定の条件のもとで，この方法で確認した写
像度が FSの写像度と一致することを示そう．
なお，以下ではすべての写像および写像の像について，パラメータ領域Dp の境
界上のパラメータ (a, b)に対するものに限定して考える．特に，線分 γ上に定まる
初期点集合X0に関して Y0 ⊂ X0を

Y0 = {y0 | y0 = F0(a, b), (a, b) ∈ ∂Dp}

によって定め，錐体面上で構成される集合に関して，Y2 ⊂ X2を

Y2 = {y2 | y2 = F2(F1(φ(T1(y0),y0))),y0 ∈ Y0}

によって定める．
写像度を検証する実際の手続きでは，境界上のすべてのパラメータ (a, b) ∈ ∂Dp

に対する初期点 y0からの軌道が錐体面を通過し，領域L−に至る時刻 T̂ まで軌道
積分を行なう．T̂ は，(a, b)に依存しない正数である．ここで，集合 YT を

YT = {yT |yT = φ(T̂ ,y0),y0 ∈ Y0}

とおき，写像 F ′
1を F ′

1(y0) = yT によって定める．
次に，F3 = PΓを用いて YT を平面 Γに射影する．精度保証による結果として，

PΓ(YT )を含む集合 [PΓ(YT )]が得られたとする．これに対し，

(A1) [PΓ(YT )]が不動点 x∗を含まないこと

を検証する．
以下，条件 (A1)の成立を仮定する．このとき，十分小さな正数 r′の円板Br′が

Γ上に取れて，その円周 Sr′および内部が PΓ(YT ) と共通点をもたないようにする
ことができる．写像 F4において円板Brの替わりに円板Br′を用いた写像を F ′

4と
し，Br′からB1への同相写像（ただし中心を中心へ移すもの）をΦ′

1と書く．これ
らより

F ′
S = Φ′

1 ◦ F ′
4 ◦ F3 ◦ F ′

1 ◦ F0 ◦ Φ0

を構成する．Br′がPΓ(YT )と共通部分を持たないことから，F ′
S(S0) ⊂ S1となるこ

とがわかる．同様のことが 0 < r′′ ≤ r′を満たす全ての r′′について成立する．し
たがって，ホモトピーの議論により，F ′

Sの写像度は r′を任意に小さく取っても変
わらないことがわかる．写像度とホモトピーの扱いについては，この後の議論で
詳細を示す．
さて，条件 (A1)より，
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• FSの写像度と F ′
Sの写像度が一致すること

が導かれる．以下，これを証明する．
F ′
Sを写像 FSの構造

FS = Φ1 ◦ F4 ◦ F3 ◦ F2 ◦ F1 ◦ F0 ◦ Φ0

と比較すると，F ′
S は，FS において錐体面上の集合 Y2を構成した後，各点 y2 =

F2(F1(φ(T1,y0)))をそれぞれ φ(t,y)が yT = φ(T̂ ,y0) ∈ YT に達するまで積分し，
それから F3以下を作用させる写像とみなすことができる．ここで φ(t,y2) = yT

となる時刻 tを T ′(a, b)と置く．これは (a, b) ∈ ∂Dpに関して連続であることに注
意する．
さて，φ(t,y2), 0 < t ≤ T ′(a, b) は Lyapunov関数の性質から常にL−∪L−1(0)中
に存在する．したがって，F3の定義で設定した Γの性質から，PΓ(φ(t,y2)) = x∗

となるのは，φ(t,y2) = x∗ であるときに限る．x∗ は不動点なので，このことは
y2 = x∗を意味し，これより φ(T ′(a, b),y2) = x∗を得る．これは条件 (A1)に反す
る．よって，

(B1) 0 ≤ t ≤ T ′(a, b)において，常に PΓ(φ(t,y2)) ̸= x∗

が成立する．これより特に，x∗ /∈ PΓ(Y2)となるので，十分小さな正数 rを選べば，
円板Brの円周および内部がPΓ(Y2) と共通点を持たないようにすることができる．
このことから，FS(S0) ⊂ S1となることがわかる．ここで，各 (a, b) ∈ ∂Dpに対し，

y(h) = φ(hT ′(a, b),y2), 0 ≤ h ≤ 1

と定めると，y2 = y(0),yT = y1となる．hを固定し，集合Yh = {y(h)|(a, b) ∈ ∂Dp}
を考える．このとき (B1)によって PΓ(Yh)は不動点を含まないから，十分小さな
正数 r(h)を選べば，Brと同様の円板Br(h) ⊂ Γ が取れて，その円周および内部が
PΓ(Yh)と共通点を持たないようにすることができる．これらの r(h)は任意に小さ
く取れるので，閉区間 0 ≤ h ≤ 1について共通の正の半径を選ぶことができる．こ
れを rとする．このとき，F4 = F ′

4,Φ1 = Φ′
1である．

さらに，hを固定するごとに写像 Fhを Fh(y2) = yhによって定める．これを用
いて写像 F h

S を

F h
S = Φ1 ◦ F4 ◦ F3 ◦ Fh ◦ F2 ◦ F1 ◦ F0 ◦ Φ0

と定義すれば，Br(h)がPΓ(Yh)と共通点を持たないことから，F h
S (S0) ⊂ S1となる

ことがわかる．このことおよび T ′(a, b)の連続性より，F h
S は 0 ≤ h ≤ 1を止める

ごとに S0 → S1の連続写像となる．定義から，

F h
S |h=0= FS, F h

S |h=1= F ′
S

であるから，F h
S はFSとF ′

Sとの間のホモトピーであり，FSとF ′
Sはホモトピック

である．したがって，このふたつの写像度は等しい．
以上より，実際の検証過程では，
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• [PΓ(YT )]について，条件A1が満たされていることを確認する

• Br′が [PΓ(YT )]と共通部分をもたないような r′を選ぶ

• 写像 F ′
S の写像度を，(a, b) ∈ ∂Dpを動かすときの F4(PΓ(yT )) ∈ Sr′ の動き

をBr′の境界 Sr′上で追うことで確認する．これには精度保証法と IS定理を
用いることになる

という手順を踏むことにする．これについては数値例で具体的に説明する．

6 数値例
第 4章の手順の下，実際にホモクリニック軌道の存在検証を行う．精度保証の
過程では，第 5章で論証した連続関数F の構成の根拠となる事実を確認していく．

6.1 問題設定

３次元連立常微分方程式

dx

dt
= −y − z

dy

dt
= x+ ay

dz

dt
= bx+ (x− c)z

(6)

を考える．この方程式は，Rössler方程式の変形であり，原点が不動点となってい
る．また，係数 (a, b, c) = (0.38, 0.30, 4.82)のときホモクリニック軌道を持つこと
が知られている [10]．ここでは，係数の変化に対する方程式の解の変化の度合いを
調べ，過敏性の高い係数 aおよび bをパラメータとして採用することにした．
係数 (a, b, c) = (0.38, 0.30, 4.82)のとき，初期点として，

(x, y, z) = (1.0× 10−5,−1.0× 10−4, 0) (7)

を取ると，t = 74.8で不動点近傍へ戻る近似軌道が得られる (図 1)．なお，式 (6)

について，ホモクリニック軌道の近似軌道計算を時間逆転の下で行うと，わずかな
初期点の変動で不動点から離れた方向へ発散する傾向が見られた．このことから，
式 (6)に対して，時間を逆転させホモクリニック軌道の存在検証を行うことは，困
難であるとが推察される．すなわち，Wilczakが採った方法はこの問題に対しては
適用できないことになる．
２次元パラメータ領域Dpを

Dp = [0.3797, 0.3804]× [0.2993, 0.3008]
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に取る．ここでは，パラメータ a, bを実際に動かし，初期点 (7)からの近似軌道が
不動点を取り囲むような a, bとなるように取っている．

図 1: 式 (6)におけるホモクリニック軌道
の近似軌道 図 2: ２次元パラメータ領域Dp

6.2 Lyapunov関数

6.2.1 Lyapunov関数の構成

式 (6)の不動点 x∗ = [0, 0, 0]T についての Lyapunov関数を構成する．ただし，
ここでは (a, b, c) = (0.38, 0.30, 4.82)に固定し，すべてのパラメータに対して同一
の Lyapunov関数を得ることを試みる．x∗における方程式 (6)右辺のヤコビ行列
Df ∗は，

Df ∗ =

 0 −1 −1

1 0.38 0

0.30 0 −4.82


となる．また，Df ∗の固有値を対角成分に並べた行列Λは，

Λ =

 0.1597 + 0.9815i 0 0

0 0.1597− 0.9815i 0

0 0 −4.7594


となり，各固有値に対応する固有ベクトルを並べた行列Xは，

X =

 0.7086 0.7086 0.1977

−0.1543− 0.6873i −0.1597 + 0.9815i −0.0385

0.0411− 0.0081i 0.0411 + 0.0081i 0.9795
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となる．これらはいずれも近似計算によって得ている．各固有値の実部の正負よ
り，安定多様体が１次元，不安定多様体が２次元であることが分かる (厳密には，
Lyapunov領域の検証によって確定する)．また，対角行列 I∗ の対角成分 ik は，
i1 = i2 = −1, i3 = 1となる．以上より，Lyapunov関数の候補として

L(x∗) = (x− x∗)TY (x− x∗)

= xTY x

= xTRe(X−HI∗X−1)x

= x

 −1.0671 −0.2324 0.1424

−0.2324 −1.0584 −0.0071

0.1424 −0.0071 1.0257

x

を得る．

図 3: Lyapunov関数の錐体面 L−1(0)

6.2.2 Lyapunov領域の検証

Lyapunov関数の定義域の検証法において，パラメータ a, bをパラメータ領域
Dp 全体に対して同時に検証を行う．なお実際の計算においては，a, bは，[a] =

[0.3797, 0.3804], [b] = [0.2993, 0.3008]なる区間値として扱う．
検証の結果，少なくとも

[x] = [−1.0, 1.0]

[y] = [−1.0, 1.0]

[z] = [−0.5, 1.0]
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の領域がLyapunov領域となることが検証された．このうち Stage１で検証された
領域DL1は

[x] = [−0.1, 0.1]

[y] = [−0.1, 0.1]

[z] = [−0.1, 0.1]

で示される領域を含むものである．

6.3 初期点の設定と連続性の確認

構成された Lyapunov関数の錐体面 L−1(0)を繋ぐ線分 γを考える．ここでは線
分 γとして，近似初期点

(x, y, z) = (1.0× 10−5,−1.0× 10−4, 0)

を通過し，z 軸に平行なものを取る．このとき，γ は DL1 内に存在する．なお，
Lyapunov関数がパラメータに依存しないので，γも依存しない．lγは γを通る直
線である．
γを適当な大きさの区間に分割し，微分方程式を時間逆方向へ解いた．その結果，
不安定多様体と交叉する初期点集合を包含する区間 [X0]として，(1.0×10−5,−1.0×
10−4, [−5.8× 10−7,−5.6× 10−7]) を得た．すべての (a, b) ∈ Dpに対する初期点x0

が [X0]に含まれている．
パラメータ領域Dpから，X0への写像F0が連続であることを確かめるため，領
域L−において不安定多様体の流入出に関する条件を検証する．原点を中心とし，
z軸と軸を共にする半径 2× 10−2の円筒を考え，これとLyapunov等位面の組み合
わせでDhを構成しよう．
まず，線分 γと接触する等位面L−1(l−1)に対し，l−1 > l−2となる l−2を取る．こ
こで，実際には l−1 = −1.0228 × 10−8，l−2 = −1.9212 × 10−4 である．また，円
筒表面と錐体面の共通部分と，L−1(l−2)とに端点を持つ z軸に平行な線分の集合
をΩとする．ただし，線分 ω ∈ Ωは l−2 ≤ L(ω)を満たすものとする．Ωを小領域
Ωj(j = 1, · · · , 128)に分割し (図 4)，φ(−1,Ωj) ⊂ L+ となることを精度保証で確
認した (図 5)．これによって，Ωを不安定多様体が通過することはないことがわか
る．このことと，等位面 L−1(l−2)でのフローが外向きになっていることを合わせ
れば，5.2節における L−の場合の< 1 >，< 2 >の条件が満たされる．
したがって，この問題におけるDp → X0の写像 F0は連続である．
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図 4: 錐体面 L−1(0)と小領域Ωj 図 5: Ωjの t = −1における解

6.4 錐体面における軌道通過の確認

パラメータ領域Dpを

Dp1 = [0.3797, 0.3800]× [0.2993, 0.3000]

Dp2 = [0.3797, 0.3800]× [0.3000, 0.3008]

Dp3 = [0.3800, 0.3804]× [0.2993, 0.3000]

Dp4 = [0.3800, 0.3804]× [0.2993, 0.3008]

Dp = Dp1 ∪Dp2 ∪Dp3 ∪Dp4

のように小領域に分割する．各パラメータ小領域に対し，[X0]からの解軌道を計算
する．これらの t = 72.98528(= T1)における解が図 6である．これを [X1]とすれ
ば，図7のような [X1]の下部に接する等位面L−1(l)を成す正数 lとして，l = 0.52496

が得られる．したがって，[X1]と不動点x∗の間に 0 < l0 < lとなる l0を任意に取
ることができる．
以下で，[X1]からの解軌道が 0 < t ≤ ∞で必ず等位面 L−1(l0)，および錐体面

L−1(0)へ至ることを示す．
領域 L+に

[x] = [−0.9001, 1.2001]

[y] = [−1.1001, 1.0000]

z = −1.0000

なる平面 Ξ(図 8の赤色で示した平面)を取る．ここで，L+におけるDhは，錐体
面と Ξで囲まれた領域であり，これは図 9のように [X1]を内包している．このと
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図 6: 精度保証により得られた解区間 [X1]
図 7: [X1]の模式図

き，Ξにおける dz/dtは，

dz

dt
= bx+ (x− c)z

= [0.2993, 0.3008] · [−0.9001, 1.2001]

+ ([−0.9001, 1.2001]− 4.82) · (−1.0000)

= [−5.9908,−3.2590]

となり，Ξにおけるフローは全て−z方向である．これは 5.2節における L+の場
合の条件< 1 >を満たし，錐体面 L+と平面 Ξで囲まれた領域内の解軌道は必ず
錐体面に到達することになる．したがって，[X1]からの解軌道も必ずL−1(l0)およ
び L−1(0)に到達する．
以上で，第 5章で述べた

F0 :Dp → X0

F1 :X0 → X1

F2 :X1 → X2

が構成可能であることが示された．

6.5 ホモクリニック軌道の検証

1．パラメータ領域Dpの境界 ∂Dpにおいて，精度保証により初期区間からの軌
道を計算する．パラメータの境界を 4600個に分割し，各々に対し，初期点
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図 8: 錐体面 L−1(0)を切断する平面 Ξ

図 9: [X1]と Ξの位置関係

集合 [X0] = (1.0× 10−5,−1.0× 10−4, [−5.8× 10−7,−5.6× 10−7]) からの解軌
道を精度保証により計算すると，t = 74.78(= T̂ )における解 [YT ]は図 10の
ようになる．このとき，[YT ]を成す各区間 [YT1], · · · , [YT4600]に対し，区間演
算により Lyapunov関数値

L = [YTi]
TY [YTi]

= [YTi]
T

 −1.0671 −0.2324 0.1424

−0.2324 −1.0584 −0.0071

0.1424 −0.0071 1.0257

 [YTi]

(i = 1, · · · , 4600)

を計算し，全て負の区間値を取ることを確認した．すなわち，[YT ] ⊂ L−で
あり，かつ x∗ /∈ [YT ]である．

2．[YT ]の，不動点x∗を通過する平面Γへの射影PΓを考える．平面Γとして xy

平面を取る．ここで，PΓによる像 [PΓ(YT )]が，5.4節における条件

(A1) [PΓ(YT )]が不動点 x∗を含まないこと

を満たしていることは，図 (11)からも明らかである．また，正数 r′を小さ
く取れば，[PΓ(YT )]の内部に不動点を中心とする半径 r′の円板Br′が取れる
ことも明らかである．

以上より，F3, F4の構成可能性が確認でき，FSおよび F ′
Sも構成できること

がわかる．
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図 10: 初期点集合の t = 74.78における解 [YT ]

図 11: YT から平面 Γへの射影による像 [PΓ(YT )]

(3) [PΓ(YT )]と x軸正方向との角度を求める．いま，パラメータ領域の境界 ∂Dp

を 4600個に分割している．これを境界右回りに c1, · · · , c4600とし，

C1 = c1 ∪ c2 ∪ · · · ∪ c1533
C2 = c1534 ∪ · · · ∪ c3066
C3 = c3067 ∪ · · · ∪ c4600

と分類する．同様に，得られた c1, · · · , c4600の像をそれぞれ v1, · · · , v4600と
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おき，

V1 = v1 ∪ v2 ∪ · · · ∪ v1533
V2 = v1534 ∪ · · · ∪ v3066
V3 = v3067 ∪ · · · ∪ v4600

とする．ただし，[PΓ(YT )] = V1 ∪ V2 ∪ V3である．このとき IS定理の検証条
件 (1)～(4)が満たされることを確認した．したがって，この問題において写
像FSの写像度は０ではない．図 12は vn(n = 1, · · · , 4600)と，x軸との角度
を−π ≤ θ ≤ πで図示したものである．nの増大に伴って πから−πへ一周
しており，これからも写像度が 0でないことが読み取れる．

図 12: vnの x軸正方向との角度 θとの関係

以上の結果および 5.4節における議論により，パラメータ領域 [a1, a2]× [b1, b2] =

[0.3797, 0.3804]× [0.2993, 0.3008]の範囲内に，ホモクリニック軌道を持つパラメー
タの組が少なくとも一つ存在することがここに証明された．
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7 まとめと展望
３次元力学系に対し，余次元２のホモクリニック軌道の存在検証を行い，その存
在を証明した．先行研究では時間を逆転させることでホモクリニック軌道を捕捉
していたが，本論文では時間逆転により計算が不安定となる方程式に対して，時
間を逆転させずにホモクリニック軌道を捕捉する手法について論じている．
Lyapunov関数を利用することで，不安定多様体や安定多様体の存在範囲を限定
することができ，これによって検証手順が単純化されている．本検証法は余次元
２の安定多様体に対して適用可能であるため，４次元力学系における余次元２の
ホモクリニック軌道に対しても，適用可能であると考えられる．また，松江・山
本により，理論の n次元への拡張が進められており，さらに高い余次元のホモク
リニック軌道の直接的な存在検証が可能になることが期待される．
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