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Direct Branching Algorithms for Checking

Equivalence of Some Classes of Deterministic

Pushdown Transducers

Kazushi Seino

Abstract

Recently, the equivalence problem of arbitrary deterministic pushdown automata

(dpda’s) has been proved to be solvable by Sénizergues (Theoretical Computer Sci-

ence, vol.251, pp.1-166, 2001). This is a breakthrough in formal language theory. For

this distinguished paper, he won the 2002’s Gödel Prize, which is one of the most

prestigious prizes in theoretical computer science. The period from paper publication

to receive the prize was unprecedentedly short. This is indicative of the importance of

the equivalence problem of dpda’s. We know that the equivalence checking algorithm

plays an important role in learning systems that are formulated as automata and

formal grammars. In the future, in the field of theoretical computer science, analyz-

ing the learning possibility and establishing adaptive learning functions will become

important even further. In this regard, establishing simple and efficient algorithms

for checking the equivalence is very important.

However, the efficiency of most algorithms proposed thus far is not satisfactory

enough, and the proofs of correctness are extremely complicated. Here, the research

group of UEC including the author has proposed a technique called “direct branch-

ing algorithm” for checking the equivalence of a pair of some subclasses of dpda’s,

over many years. As compared to other algorithms, our direct branching algorithms

for checking the equivalence of dpda’s are very simple and direct, and the proofs of

correctness are very clear. Further, they have a good potential in analysis for their ap-

plicability and time complexity of various other dpda problems. As a concrete result,

such an approach has been successfully applied to a pair of dpda’s, one of which is

real-time strict. Furthermore, we have shown a certain sufficient condition for check-

ing the equivalence of dpda’s that have ε-transitions. In addition, as research results
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regarding the time complexity using our direct branching algorithm, polynomial-time

algorithms for checking the equivalence of simple dpda’s and real-time strict deter-

ministic restricted one-counter automata (droca’s) have been given. The former has

just one state, and the latter has just one stack symbol.

On the other hand, in conjunction with research about the equivalence problem

of dpda’s, some results about the equivalence problem of deterministic pushdown

transducers (dpdt’s) which are obtained by attaching the output function to dpda’s

have also been proposed. In practical use, a dpdt is more important than a dpda,

which only judges the acceptance, but the equivalence problem of dpdt’s is extremely

complicated. However, by using our direct branching algorithms, the equivalence

problems of dpdt’s are solvable with almost the same complexity level as that of

dpda’s. Our paper, which present a solution for checking the equivalence of dpdt’s, one

of which is real-time strict, is referred by the above Gödel Prize winning paper as one

of the most important results. Most results about the equivalence problem of dpdt’s

except ours cannot show a practical execution for simple samples, and they also cannot

provide a concrete evaluation of the time complexity. It is important to research about

efficient algorithms for checking the equivalence of dpdt’s. In 2007, a polynomial-time

algorithm for checking the equivalence of simple deterministic languages with output

was published by Bastien et al.

In such a background, the following two results are given in this paper. First, a

further extended direct branching algorithm for checking the equivalence of a certain

pair of non-real-time deterministic pushdown transducers is shown. Such a class of

dpdt’s includes a pair of dpdt’s, one of which is real-time strict. This result is consid-

ered to be very significant in the further class extension in the equivalence problem

of dpdt’s that have ε-transitions. Second, as an improvement in the maximum time

complexity, a polynomial-time algorithm for checking the equivalence of real-time

strict deterministic restricted one-counter transducers (droct’s) is shown. This is a

typical result that is indicative of the effectiveness of direct branching algorithms.

Furthermore, this result is incomparable to the above Bastien et al.’s result.



iii

直接的分岐アルゴリズムによる
決定性プッシュダウン変換器の等価性判定

清野　和司

概要

決定性プッシュダウンオートマトン（dpda）の等価性判定問題は，任意のクラスに対し

て可解であることが，Sénizerguesにより，Theoretical Computer Science誌（vol.251,

pp.1-166, 2001年）において発表された．これは，言語理論の分野において非常に大きな

成果であり，2002年に，この発表論文に対して，理論計算機科学の分野における最も栄

誉ある賞のひとつとして知られるゲーデル賞が与えられている．論文発表から受賞までの

期間も異例の早さであり，このことからも dpdaの等価性判定問題の重要性を認識するこ

とができる．例えば，dpdaの等価性判定は，オートマトンや形式文法を基礎とするシス

テムにおける学習過程において主要な役割を果たすことができる．今後の理論計算機科学

の分野において，学習可能性の検討や，適応的学習機能の実現は，更に重要性を増してく

ることが予想される．従って，簡単化され改善しやすく，かつ，単純で効率の良い dpda

の等価性判定アルゴリズムの実現は非常に重要である．

しかしながら，発表されている dpdaの等価性判定アルゴリズムの多くは，非常に複雑

な方式であり，その可解性の証明も非常に難解なものとなっている．そこで，筆者を含め

た電通大の研究グループは，長年にわたり，直接的分岐アルゴリズムと名付けた等価性判

定手法を提唱してきた．この直接的分岐アルゴリズムによる dpdaの等価性判定手法は，

他の方式と比較して，非常に直接的かつ単純で，その正当性の証明も明解である．また，

時間計算量に関する検討なども直接的に見通しが良く，更に，dpdaに関連する他の各種

問題に対する適用可能性にも優れている．具体的な成果として，直接的分岐アルゴリズム

を用いることにより，一方が実時間空スタック受理式である，任意の dpda対に対する等

価性判定が可解であることが証明されている．更に，その拡張として，筆者らは，双方に

ε-推移を許した dpda対に対する等価性判定を直接的分岐アルゴリズムにより解決するた

めの十分条件の緩和として，Weak Segmental Propertyと名付けた性質を持つ dpda対
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の等価性判定の可解性などを示してきた．また，直接的分岐アルゴリズムの手法による時

間計算量に対する研究成果としては，状態が単一という制限を持つ，単純決定性プッシュ

ダウンオートマトン同士，あるいは，スタック記号が単一という制限を持つ，決定性限定

ワンカウンターオートマトン同士について，その等価性判定を多項式時間で解決するアル

ゴリズムが得られている．

一方，dpdaに更に出力機構を付与した決定性プッシュダウン変換器（dpdt）に対する

等価性判定問題についても，dpdaの等価性判定問題の研究に並行して，幾つかの結果が

得られている．dpdtは，受理・非受理のみを判定する dpdaに比較して，より実用的な意

味を持ち重要であるが，その等価性判定は一般に非常に複雑となる．しかし，筆者らの直

接的分岐アルゴリズムを用いた手法では，その拡張の容易性の効果により，dpdaの等価

性判定とほぼ同レベルの複雑さで dpdtの等価性判定を行うことができる．特に，一方が

実時間空スタック受理式である任意の dpda対に対して出力機構を付与した dpdt対に対

する等価性判定の可解性を示した筆者らの論文は，先に紹介した，任意の dpdaに対する

等価性判定の可解性を示したゲーデル賞受賞論文においても，主要な成果のひとつとして

参照されている．また，これまで，筆者ら以外による dpdtの等価性判定の可解性に関す

る結果の殆どは，いわば原理的な可解性の証明を達成しているという段階であり，極く簡

単な問題に対してさえ，その可解性を示す具体的例題を与える，あるいは，何らかの具体

的計算量評価を与えることも困難な状況であった．但し，2007年に，Bastienらにより，

出力を付与した単純決定性言語同士の多項式時間等価性判定の可解性が示されている．今

後は，このような dpdtの等価性判定アルゴリズムの効率向上に関する研究が注目されて

くるものと考える．

このような背景のもと，本論文では，これまで筆者らが提唱してきた直接的分岐アルゴ

リズムによる dpdtの等価性判定手法の更なる改善について，以下の２つの面から検討を

行った．ひとつは，本手法を用いた dpdtの等価性判定を可解とする十分条件の緩和に関

する検討であり，もうひとつは，最大時間計算量の改善に関する検討である．

前者の成果としては，前述のWeak Segmental Propertyと名付けた性質を持つ ε-推移

を許した dpda対に，ある条件のもとで出力機構を付与した dpdt対に対しても等価性判

定が可解であることを示している．この出力条件は，片方の dpdtにおける任意の ε-推移

に対する出力長が，ある有限の定数以下であることを保証するもので，つまり，入力無
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しで出力が無限に出続けることを抑制するものである．従って，dpdtの動作として極め

て自然な条件と考えられる．なお，ここで対象とする dpdt対は，一方が実時間空スタッ

ク受理式である任意の dpdt対を含んでいる．この結果により，直接的分岐アルゴリズム

による dpdtの等価性判定を可解とする十分条件を従来より大きく緩和した．現時点にお

いて，ここで提唱する dpdt 対を真に包含する等価性判定可能なクラス対は存在しない．

この結果は，今後の ε-推移を許した dpdtの等価性判定問題における，更なるクラス拡張

において有効に活用できるものと考える．具体的なアルゴリズムは，先に紹介した一方

が実時間空スタック受理式である任意の dpdt 対に対する等価性判定の可解性を示した

論文のアルゴリズムを基礎として，ε-推移に対する対応として，前述のWeak Segmental

Propertyを持つ dpda対に対する等価性判定アルゴリズムの手法の一部を応用している．

また，後者の成果については，スタック記号が単一で，かつ，ε-推移を許さない，実時

間空スタック受理式決定性限定ワンカウンターオートマトン同士に対して出力機構を付与

した，実時間空スタック受理式決定性限定ワンカウンター変換器同士の等価性判定が多項

式時間内で解決できることを示した．これは，直接的分岐アルゴリズムの有効性を示すひ

とつの典型的な成果と言える．そのアルゴリズムとしては，前者と同様のアルゴリズム

を，対象 dpdtに特化して単純化したものであるが，具体的に，詳細な計算量解析とその

証明を行っている．この結果は，先に紹介した Bastienらによる出力を付与した単純決定

性言語同士の多項式時間等価性判定に関する結果とも比較不能であり，現時点において，

これを真に包含する結果は存在しない．そして，今後の多項式時間等価性判定が可解であ

る dpdtクラスの検討における基礎となり得るものと考える．
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第 1章

序章

1.1 背景

現在の計算機の原理を理解するためには，オートマトン理論の知識が必須である．更

に，計算機に対する実行を指令するためには，形式言語理論が重要な役割を果たす．つ

まり，オートマトンと形式言語は計算機を扱う上で最も基本的な概念である．オートマ

トンは形式言語を受理するもので，計算機システムのモデルを考える上で，常にこの両

者は双対で扱われる．例えば，形式言語のサブクラスである正則言語を受理するオート

マトンのクラスは有限オートマトンであり，決定性文脈自由言語を受理するオートマト

ンが決定性プッシュダウンオートマトンである．また，オートマトンは，将来の人工知

能の実現などに向けた基礎研究におけるシステムのモデルとしても重要な役割を担う．

従って，オートマトンの基本的な性質の把握や，これを扱う各種手法の検討は重要であ

る．これまでにも，いろいろなオートマトンや形式言語の有意なサブクラスが提唱され

（ [GG66], [KH66], [De71], [VP75], [HY79], [CK86], [TomSei95]等），更に，例えば，状

態数の最適化や標準形への変換（ [Ch59], [Kn65], [St67]等），２つのオートマトン同士が

同じか否かを判定する等価性判定（ [Va73], [Va74], [KTE75], [TK76], [OP77], [OH78],

[HHY79], [OHI80], [OIH81], [Tom82], [Tom83], [Sek85], [Oy87], [Sen01]等），２つの

オートマトンの一方の受理言語が他方のそれを包含しているか否かを判定する包含性判定

（ [Fr76], [WT92], [WT93], [HTW95]等）など，多くの研究がなされてきた．

このような背景において，決定性プッシュダウンオートマトン（dpda）の等価性判定問
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題は，Sénizerguesにより，任意のクラスに対して可解であることが証明された（ [Sen01],

[Sen02]）．これは，言語理論の分野において非常に大きな成果であり，2002 年に，文

献 [Sen01]に対して，理論計算機科学の分野における最も栄誉ある賞のひとつとして知ら

れるゲーデル賞が与えられている．論文発表から受賞までの期間も異例の速さであり，こ

のことからも dpda の等価性判定問題の重要性を認識することができる．例えば，dpda

の等価性判定は，オートマトンや形式文法を基礎とするシステムにおける学習過程におい

て主要な役割を果たすことができる（ [TTWT04] 等）．今後の理論計算機科学の分野に

おいて，学習可能性の検討や，適応的学習機能の実現は，更に重要性を増してくることが

予想される．従って，簡単化され改善し易く，かつ，単純で効率の良い dpdaの等価性判

定アルゴリズムの実現は非常に重要である．

しかしながら，文献 [Sen01] をはじめ，発表されている dpda の等価性判定ア

ルゴリズムの多くは，非常に複雑な方式であり，その可解性の証明もかなり難

解なものとなっている．そこで，筆者を含めた電通大の研究グループは，長年

にわたり，直接的分岐アルゴリズムと名付けた等価性判定手法を提唱してきた

（ [Tom82], [Tom84], [TomSei85], [SeiT94], [TomSei95] 等）．この直接的分岐アルゴリ

ズムによる dpdaの等価性判定手法は，他の方式と比較して，非常に直接的かつ単純で，

その正当性の証明も明解である．また，時間計算量に関する検討なども直接的に見通しが

良く，dpdaに関連する他の各種問題に対する適用可能性にも優れている．

ここで，直接的分岐アルゴリズムによる dpdaの等価性判定に関する主な成果を紹介す

る．まず，等価性判定可能なクラスの対象範囲に関しては，文献 [Tom82]において，一

方が実時間空スタック受理式である任意の dpda 対に対して，直接的分岐アルゴリズム

による等価性判定が可解であることが示されている．また，文献 [Tom82]の結果を真に

包含する文献 [Tom84]では，双方に ε-推移を許した dpda対に対する等価性判定を直接

的分岐アルゴリズムにより解決するための，ある十分条件が示されている．更に，これ

らを真に包含する結果として，筆者らは，文献 [TomSei85]において，Weak Segmental

Propertyと名付けた性質を持つ ε-推移を許した dpda対の等価性判定の可解性を示した．

また，上記の十分条件（Weak Segmental Property）が dpda の対に対するものであっ

たのに対して，筆者らは，文献 [SeiTS83b], [SeiTS85b], [SeiT94], [TomSei95]において，

これを一方の dpdaの内部の条件とすることに成功し，従って，任意の dpdaとの等価性
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判定が可能な dpdaの新しい部分クラスを示した．この結果は，現時点では，クラスの包

含関係において，前記の文献 [Sen01]に真に包含される結果となっているが，そのアルゴ

リズムの明解さにおいては優れており，今後の拡張性が高く，現時点で報告されている

任意の dpdaとの等価性判定が可能な dpdaクラスの中でも，文献 [Sen01]の結果以外に

は，同クラスを真に包含するような結果は存在しない．また，直接的分岐アルゴリズムの

手法による時間計算量に対する研究成果としては，状態が単一という制限を持つ単純決定

性プッシュダウンオートマトン同士，あるいは，スタック記号が単一という制限を持つ決

定性限定ワンカウンターオートマトン同士について，その等価性判定を多項式時間で解決

するアルゴリズムが得られている（ [WT89], [WT91], [HTW95]）．

一方，dpda に出力機構を付与した決定性プッシュダウン変換器（dpdt）に対す

る等価性判定問題についても，dpda の等価性判定問題の研究と並行して長年研究

が進められ，筆者らの直接的分岐アルゴリズムによる結果を含め，幾つかの結果

が得られている（[Tom79], [IR81], [Co83], [SeiTS83a], [SeiT83], [SeiT85a], [CK86],

[TomSei89], [Sen01], [Ba07]等）．最近の主な成果としては，次の２つの結果があげられ

る．ひとつは，ゲーデル賞受賞論文として先に紹介した文献 [Sen01] である．この論文

は，任意の dpda に対する等価性判定の可解性を示すと同時に，任意の dpda に対して，

出力記号列集合がアーベル群に属するという条件のもとで出力を付与した dpdtに対する

等価性判定の可解性が示されている．もう一つは，文献 [Ba07]である．ここでは，出力

を付与した単純決定性言語同士の多項式時間等価性判定の可解性が示されている．

dpdtは，受理・非受理のみを判定する dpdaに比較して，より実用的な意味を持ち重要

であるが，その等価性判定は一般に非常に複雑となる．しかし，この問題に関しても，直

接的分岐アルゴリズムを用いた手法では，その拡張の容易性の効果により，dpdaの等価性

判定とほぼ同レベルの複雑さで dpdtの等価性判定を行うことができる．直接的分岐アル

ゴリズムを用いた，筆者らの dpdtの等価性判定に関する成果としては，文献 [TomSei89]

があげられる．これは，文献 [Tom82]で対象とした一方が実時間空スタック受理式であ

る dpda対に，任意に出力機構を付与した dpdt対に対する等価性判定の可解性を示して

いる．文献 [TomSei89]は，単純かつ直接的で，拡張性に富む dpdtの等価性判定アルゴ

リズムを提示すると共に，文献 [Sen01]とも比較不能な解を与えており，文献 [Sen01]の

中でも明示的にこの文献 [TomSei89]を参照している．更に，文献 [TomSei89]の結果は，
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文献 [Le90]においても，文脈自由言語における主要な成果のひとつとして紹介されてい

る．そして更に，筆者らは，この文献 [TomSei89]の結果を真に包含する拡張として，文

献 [SeiT85a]を発表している．文献 [SeiT85a]は，文献 [Tom84]で対象とした ε-推移を

許した dpda対に，ある条件のもとで出力機構を付与した dpdt対に対しても，等価性判

定が可解であることを示している．なお，この文献 [SeiT85a]の結果は，後述する本論文

の第３章の内容である文献 [SeiTW07a]を発表するまで，これを真に包含する結果は発表

されていなかったものである．

また，これまで，筆者らの成果を除く殆どの dpdtの等価性判定に関する結果は，いわ

ば原理的な可解性の証明を達成しているという段階であり，極く簡単な問題に対してさ

え，その可解性を示す具体的例題を与える，あるいは，何らかの具体的計算量評価を与え

ることも困難な状況であった．唯一，2007年に発表された前述の文献 [Ba07]の結果は，

簡単化されたアルゴリズムによるもので，具体的な例題も示している．今後は，このよう

な dpdtの等価性判定アルゴリズムの効率向上に関する研究も注目されてくるものと考え

る．なお，文献 [Ba07]の方式については，まず，出力部分の扱いはにおいて，筆者らが文

献 [TomSei89]において発表している手法と基本的に非常に類似した手法によるものであ

る．また，文献 [Ba07]における出力を無視した単純決定性言語同士の（同文献と同様の

定義による）多項式時間の等価性判定の可解性は，文献 [WT91]において，文献 [Ba07]

の方式に類似した直接的分岐アルゴリズムの一手法により，既に得られている．ここで，

文献 [TomSei89]は，前述のように，文献 [Le90]やゲーデル賞受賞論文 [Sen01]などにお

いても紹介されており，文献 [WT91]も，その結果は文献 [TT00]， [TTWT04]において

明確に参照されているにも関わらず，文献 [Ba07]では，文献 [TomSei89]や文献 [WT91]

を一切引用していない．しかしながら，筆者らが開発してきた文献 [TomSei89]などの直

接的分岐アルゴリズムの手法に非常に類似した方式を用いるこの文献 [Ba07] の出版は，

直接的分岐アルゴリズムの汎用性を示す証の一つとも言える．
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1.2 本論文の概要

本論文は，５つの章で構成されている．第１章は序章であり，研究の背景，位置づけ，

目的，従来の研究状況，本研究の基礎的概念，および，本論文の章構成について述べてい

る．第２章では，本論文で共通的に使用する，用語の定義，および，記法について述べて

いる．そして，第３章と第４章が本論文の主要な内容となる．本論文では，これまで筆者

らが提唱してきた直接的分岐アルゴリズムによる dpdtの等価性判定手法の更なる改善に

ついて，以下の２つの面から検討を行った．ひとつは，本手法を用いた dpdtの等価性判

定を可解とする十分条件の緩和に関する検討であり，もうひとつは，最大時間計算量の改

善に関する検討である．この２つの検討に対する成果を，各々第３章と第４章で詳細に紹

介する．最後の第５章では，本論文の成果を総括し，今後の展望を述べている．以下，本

節では，第３章と第４章の概要を説明する．

まず，第３章では，dpdtの等価性判定を可解とする十分条件の緩和に関する検討の成

果として，文献 [TomSei85]で対象としたWeak Segmental Propertyと名付けた性質を

持つ ε-推移を許した dpda対に，ある条件のもとで出力機構を付与した dpdt対に対して

も等価性判定が可解であることを示している．この出力条件は，片方の dpdtにおける任

意の ε-推移に対する出力長が，ある有限の定数以下であることを保証するもので，つま

り，入力無しで出力が無限に出続けることを抑制するものである．従って，dpdtの動作

として極めて自然な条件と考えられる．この結果は，文献 [SeiT85a], [TomSei89]の結果

を真に包含する拡張であり，直接的分岐アルゴリズムによる dpdtの等価性判定を可解と

する十分条件を従来より大きく緩和した．現時点において，ここで提唱する dpdt対を真

に包含する等価性判定可能なクラス対は存在しない．また，この結果は，今後の ε-推移

を許した dpdtの等価性判定問題における，更なるクラス拡張において有効に活用できる

ものと考える．具体的なアルゴリズムは， [TomSei89]のアルゴリズムを基礎として，ε-

推移に対する対策として，前述のWeak Segmental Propertyなる性質を持つ dpda対に

対する文献 [TomSei85]の手法を応用している．ここで，直接的分岐アルゴリズムによる

dpdaと dpdtに対する等価性判定問題に関する各論文の関係をまとめると，以下のよう

になる．
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←−−−−−−−−−（真に拡張）

dpda 文献 [TomSei85] 文献 [Tom84] 文献 [Tom82]

　↓（出力付与） 　↓（条件有） 　↓（条件有） 　↓（条件無）

dpdt 第３章 文献 [SeiT85a] 文献 [TomSei89]

なお，第３章の内容は，文献 [SeiTW06], [SeiTW07a]として発表している．

次に，第４章では，最大時間計算量の改善に関する検討の成果として，dpdtのある部

分クラスである，実時間空スタック受理式決定性限定ワンカウンター変換器について，そ

の等価性判定が多項式時間で解決できることを証明する．この dpdtクラスは，スタック

記号が単一で，かつ，ε-推移を許さない，実時間空スタック受理式決定性限定ワンカウ

ンターオートマトンに対して出力機構を付与したものである．そのアルゴリズムは，文

献 [TomSei89], [SeiTW07a]のアルゴリズムを本対象 dpdtに特化して単純化したもので

あるが，具体的に，詳細な計算量解析とその証明を行っている．この結果は，直接的分岐

アルゴリズムの有効性を示す，ひとつの典型的な成果であり，今後の多項式時間等価性判

定が可解である dpdtクラスの検討における基礎となり得るものと考える．なお，この結

果は，先に紹介した，出力を付与した単純決定性言語同士の多項式時間等価性判定に関す

る文献 [Ba07]の結果とも比較不能であり，現時点において，これを真に包含する結果は

存在しない．

なお，上記第３章，第４章ともに，その等価性判定アルゴリズムの単純さや効率性を直

感的に理解し易くするために，実際の dpdtに対する等価性判定の基本例題を示した．前

述したように，他の多くの方式ではこのような具体的例題を示すこと自体が非常に困難な

状況である．
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第 2章

事前準備

2.1 本論文の各章共通の定義と表記法

本論文で使用する定義と表記法は，文献 [Tom82], [Tom84], [TomSei85], [TomSei89]

を基礎としている．具体的には，dpda に関しては，文献 [Tom82] の Definition 2.1.～

2.7.，文献 [Tom84]の Definition 2.1.～2.8.，および，文献 [TomSei85]の Definition 2.1.

～2.3.を，また，dpdtに関しては，文献 [TomSei89]の Definition 2.1.～2.5.を，そのま

ま使用する．

定義 2.1.1（文献 [Tom84], p.88, Definition 2.1., 文献 [TomSei89], p.40, Definition 2.1.

参照）　 dpdt T を次のように表記する．

T = (Q,Γ ,Σ ,∆, µ, q0, Z0, φ).

ここで，Qは状態集合，Γ はスタック記号集合，Σ は入力記号集合，∆は出力記号集合，

µは推移規則の集合，q0 は初期状態，Z0 は初期スタック記号，φは空スタック受理式を

表す．更に，µ の要素は，p, q ∈ Q, A ∈ Γ , a ∈ Σ ∪ {ε}, z ∈ ∆∗, θ ∈ Γ ∗ に対して，

(p,A)
a/z−→(q, θ) の様な形式をとる．ここで，z, q, θ の各々は p,A, a の組に対して一意に

定められる．また，a = ε である場合，この規則を ε-規則と呼び，このとき，いかなる

a′ ∈ Σ , z′ ∈ ∆∗, (q′, θ′) ∈ Q× Γ ∗ に対しても，µの要素に (p,A)
a′/z′−→(q′, θ′)なる規則は

含まない．更に，次の dpda M を，dpdt T の随伴 dpdaと呼ぶ．

M = (Q,Γ ,Σ , δ, q0, Z0, φ).
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ここで，δ は次のような推移規則の集合である．

δ = {(p,A) a−→(q, θ)
∣∣ (p,A)

a/z−→(q, θ) ∈ µ}.

なお，推移規則の集合に ε-規則を一切含まない場合，その dpda, dpdtは実時間であると

言う．

定義 2.1.2（文献 [Tom84], p.89, Definition 2.2., 2.3.,文献 [TomSei89], p.40, Definition

2.2.参照）　 dpdt T の計算状況を (p, α) ∈ Q× Γ ∗ と表記する．ここで，記号列 αの左

端をスタックの先頭とする．また，α = Aα′′, A ∈ Γ としたとき，計算状況 (p,Aα′′)に，

ある推移規則 (p,A)
a/z−→(q, θ) ∈ µ が適用されて dpdt T が１ステップ推移する状況を次

のように表記する．

(p,Aα′′)
a/z
−−−→

T
(q, θα′′).

同じく，その随伴 dpda M に関して次のように表記する．

(p,Aα′′)
a−−−→
M

(q, θα′′).

なお，この計算状況に適用可能な推移規則の中に (p, A)
a/z−→(q, θ) ∈ µ, (|θ| ≥ 1)のような

規則が含まれる場合，計算状況 (p, α)は非減少モードであるという．

次に，ある pi ∈ Q, αi ∈ Γ+, ai ∈ Σ ∪ {ε}, zi ∈ ∆∗, 1 ≤ i ≤ m, pm+1 ∈ Q,

αm+1 ∈ Γ ∗ に対して，次のようなm回連続した１ステップ推移の系列を考える．

(p1, α1)
a1/z1−−−→

T
(p2, α2)，(p2, α2)

a2/z2−−−→
T

(p3, α3)，

. . .，(pm, αm)
am/zm−−−→

T
(pm+1, αm+1).

この状況を次のように表記する．

(p1, α1)
x/z

===⇒
T

(m) (pm+1, αm+1)

ただし，x = a1a2 . . . am, z = z1z2 . . . zm.

同じく，その随伴 dpda M に関して次のように表記する．

(p1, α1)
x===⇒
M

(m) (pm+1, αm+1).
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更に，ある α′′ ∈ Γ ∗が存在して，各ステップにおいて，αi = α′iα
′′, α′i ∈ Γ+, 1 ≤ i ≤ m+1

である場合，
∣∣ /∈ Γ なる記号を用いて，次のように表記する．

(p1, α
′
1

∣∣ α′′)
x/z

===⇒
T

(m) (pm+1, α
′
m+1

∣∣ α′′).

同じく，その随伴 dpda M に関して次のように表記する．

(p1, α
′
1

∣∣ α′′) x===⇒
M

(m) (pm+1, α
′
m+1

∣∣ α′′).

なお，上記の各 “(m)”は省略することもある．

定義 2.1.3（文献 [Tom84], p.89, Definition 2.3. 参照）　 dpdt T の計算状況

(p, α), (q, β) ∈ Q× Γ ∗ において，ある x ∈ Σ∗, y ∈ ∆∗ が存在し，

(p, α)
x/y

===⇒
T

(q, β)

であるとき，いかなる (r, γ) ∈ Q× Γ ∗ に対しても，

(q, β)
ε/ε

===⇒
T

(r, γ), (q, β) 6= (r, γ)

なる推移が存在しない場合，次のように表記する．

(p, α)
x/y

===⇒
T
⇒(q, β).

また，いかなる (r, γ) ∈ Q× Γ ∗ に対しても，

(p, α)
x/y

===⇒
T

(r, γ)

(r, γ)
ε/ε

===⇒
T

(q, β), (q, β) 6= (r, γ)

なる推移が存在しない場合，次のように表記する．

(p, α)
x/y

====⇒
T

|(q, β).

なお，その随伴 dpda M に関して，上記定義の出力部分を除いた定義に対して，各々次

のように表記する．

(p, α) x===⇒
M
⇒(q, β), (p, α) x====⇒

M
|(q, β).
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定義 2.1.4（文献 [TomSei89], p.41, Definition 2.4 参照）　出力記号列 w, h, t ∈ ∆∗ に

ついて，w = htである場合，h−1w = t，あるいは，wt−1 = hとも表記する．また，出

力記号集合 ∆に関して，∆−∗ および ∆±∗ を次のような集合と定義する．

∆−∗ = {h−1
∣∣ h ∈ ∆∗}, ∆±∗ = ∆∗ ∪∆−∗.

なお，∆−∗ に空記号列を含まない場合は，∆−+ と表記する．更に，改めて，h ∈ ∆±∗，

および，k−1 ∈ ∆−∗, k ∈ ∆∗ として，以下のような記号列長を定義する．

||h|| =
{
|h|, (h ∈ ∆∗)
|k|, (h = k−1 ∈ ∆−∗)

|k−1| = −|k|.

定義 2.1.5（文献 [Tom84], p.90, Definition 2.4., 2.5., 2.6., 2.7., 文献 [TomSei89], p.41,

Definition 2.3.参照）　 dpdt T の計算状況 (p, α) ∈ Q × Γ ∗ に対して以下を定義する．

なお，随伴 dpdaをM とする．

EMP(p, α) =

　 {q ∈ Q
∣∣ (p, α) x===⇒

M
(q, ε) for some x ∈ Σ∗}

L(p, α) =

　 {x ∈ Σ∗ ∣∣ (p, α) x===⇒
M

(q, ε) for some q ∈ Q}

TRANS(p, α) = {x/y ∈ Σ∗ ×∆∗ ∣∣

　　　　　　 (p, α)
x/y

===⇒
T

(q, ε) for some q ∈ Q}

L(M) = L(q0, Z0)

TRANS(T ) = TRANS(q0, Z0).

更に，ある p′ ∈ Q, α′ ∈ Γ ∗ に対して，(p, α) ε===⇒
M
⇒(p′, α′), であるとして，以下を定義

する．

FIRST(p, α) =




{a ∈ Σ
∣∣ (p′, A) a−→(q, θ) ∈ δ, α′ = Aα′′

　　　 for some A ∈ Γ , α′′ ∈ Γ ∗,
　　　 q ∈ Q, θ ∈ Γ ∗}, (α′ 6= ε)
{ε}, (α′ = ε).
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定義 2.1.6（文献 [TomSei89], p.41, Definition 2.5. 参照）　 dpdt T1, T2 の計算状

況を，各々 (p, α)，(p̄, β) とする．また，その随伴 dpda を M1, M2 とする．ここで，

L(p, α) = L(p̄, β)であることを，(p, α) ≡ (p̄, β)なる等価式で表記する．ここで，この両

計算状況が初期計算状況のとき，両 dpda は等価であると言い，M1 ≡ M2 と表記する．

さもなくば，非等価であると言い，M1 ≡/ M2 と表記する．更に，h ∈ ∆±∗ に対して，

TRANS(p, α) = h TRANS(p̄, β)

　　　　　　　 = {x/hv
∣∣ x/v ∈ TRANS(p̄, β)}

であることを，次のような等価式で表記する．

(p, α) ≡ h(p̄, β).

ここで，ある k ∈ ∆∗ について h = k−1 である場合，この等価式は，

{x/ku
∣∣ x/u ∈ TRANS(p, α)} = TRANS(p̄, β)

であることを意味し，次のようにも表記する．

k(p, α) ≡ (p̄, β).

ここで，この両計算状況が初期計算状況で，且つ，h = εのとき，両 dpdtは等価である

と言い，T1 ≡ T2 と表記する．さもなくば，非等価であると言い，T1 ≡/ T2 と表記する．

なお，上記の等価式における h, k ∈ ∆±∗ は，等価式両辺の計算状況の出力のズレを調整

する働きをする意味をもつことから，出力調整部分と呼．

定義 2.1.7（文献 [Tom84], p.91, Definition 2.8. 参照）　記号列 x (∈ Σ∗, ∈ Γ ∗ など)

と非負定数mについて，次の表記を定義する．

(m)x =

{
x′, (|x| > m, x = x′x′′, |x′| = m)
x, (|x| ≤ m)

x(m) =

{
x′′, (|x| > m, x = x′x′′, |x′′| = m)
x, (|x| ≤ m).
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第 3章

ＤＰＤＴの等価性判定を可解とする

ある十分条件

3.1 概説

最近の dpdt の等価性判定に関する特筆すべき成果としては，Sénizergues による文

献 [Sen01] があげられる．これは，任意の dpda に対する等価性判定の可解性を示すと

同時に，それに，出力記号列集合がアーベル群に属するという条件のもとで出力を付与

した dpdt に対する等価性判定の可解性も示している．一方，筆者らの直接的分岐アル

ゴリズムを用いた dpdtに対する等価性判定に関しては，文献 [TomSei89]において，文

献 [Tom82]で対象とした一方が実時間空スタック受理式である dpda 対に，任意に出力

機構を付与した dpdt 対に対する等価性判定の可解性を示している．そして，この結果

は，文献 [Sen01]の結果とは比較不能である．更に，文献 [TomSei89]の結果を真に包含

する拡張として，文献 [SeiT85a]では，文献 [Tom84]で対象とした ε-推移を許した dpda

対に，ある条件のもとで出力機構を付与した dpdt対に対しても，等価性判定が可解であ

ることを示している．この出力条件は，本章３節の条件２に詳細を記述するが，片方の

dpdtにおける任意の ε-推移に対する出力長が，ある有限の定数以下であることを保証す

るもので，つまり，入力無しで出力が無限に出続けることを抑制するものである．従っ

て，dpdtの動作としてごく自然な条件と考えられる．

このような背景のもと，本章では，直接的分岐アルゴリズムによる dpdtの等価性判定
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を可解とする十分条件の更なる緩和に関する検討を行い，文献 [SeiT85a]の真の拡張とな

る結果を得た．具体的には，文献 [Tom84] の真の拡張である文献 [TomSei85] で対象と

した ε-推移を許した dpda 対に対して，文献 [SeiT85a] と同じ条件下で出力機構を設け

た dpdt対に対しても，その等価性判定が可解であることを示す．これにより，直接的分

岐アルゴリズムの手法を用いて等価性判定を解決できる dpdtのクラス対が真に拡張され

る．そして，現時点において，ここで提唱する dpdt対を真に包含する等価性判定可能な

クラス対は存在しない．

本章の内容は，関連論文（３）（文献 [SeiTW07a]）に準じている．
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3.2 定義と表記法

以下に，本章で使用する定義と表記法を記す．

定義 3.2.1（文献 [Tom84], p.91, Definition 3.2.参照）

dpdt T の計算状況 (p, αβγ) ∈ Q× Γ ∗ において，全ての q ∈ EMP(p, α)に対して，各々

ある r ∈ Q が存在し，(q, β)
ε/ε

===⇒
T

(r, ε)，すなわち，EMP(q, β) = {r} であるとき，β

を (p, αβγ)中の入出力 ε-セグメントと呼ぶ．さもなくば，入出力セグメントと呼ぶ．更

に，その随伴 dpda M に関しても同様に，全ての q ∈ EMP(p, α) に対して，各々ある

r ∈ Qが存在し，(q, β) ε===⇒
M

(r, ε)，すなわち，EMP(q, β) = {r} であるとき，β を入力

ε-セグメント（あるいは，単に ε-セグメント）と呼ぶ．さもなくば，入力セグメントと呼

ぶ．また，入出力セグメント β ∈ Γ+ が，入出力 ε-セグメントであるような部分記号列

β2 ∈ Γ+(β = β1β2β3,　β1, β3 ∈ Γ ∗)を含まない，極大長の記号列であるとき，β は正準

入出力セグメントであるという．

定義 3.2.2（文献 [Tom84], p.91, Definition 3.2., p.94, Definition 3.7., p.95, Remark

3.8.参照）

dpdt T の計算状況 (p, β) ∈ Q × Γ ∗ において，β = λ0β1λ1β2λ2 · · ·βlλl，但し，

λ0, λ1, λ2, · · · , λl は，(p, β) 中の入出力 ε-セグメント，β1, β2, · · · , βl は正準入出力セ

グメントであるとき，次のように表記する．

RW-Seg(p, β) = β1β2 · · ·βl.

更に，ある計算状況 (p, γ) ∈ Q × Γ ∗ において，γ = ν0β1ν1β2ν2 · · ·βlνl，

RW-Seg(p, γ) = β1β2 · · ·βl，且つ，EMP(p, λ0) = EMP(p, ν0) であるとする．こ

こで，EMP(p, λ0β1λ1β2λ2 · · ·βi) = EMP(p, ν0β1ν1β2ν2 · · ·βi), (i = 1, 2, · · · , l)

が成り立ち，且つ，全ての q ∈ EMP(p, λ0β1λ1β2λ2 · · ·βi) について，各々あ

る r ∈ Q が存在し，(q, λi)
ε/ε

===⇒
T

(r, ε) ，且つ，(q, νi)
ε/ε

===⇒
T

(r, ε) ，すなわち，

EMP(q, λi) = EMP(q, νi) = {r}，であるとき，次のように表記する．

(p, β) ∼= (p, γ).
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また，ある H について，β = β′β′′, β′′ = β(H), γ = γ′γ′′, γ′′ = γ(H)，であるとき，

(p, β′) ∼= (p, γ′),且つ β′′ = γ′′ であるならば，次のように表記する．

(p, β)
H∼= (p, γ).

定義 3.2.3（文献 [TomSei85], p.223, Definition 2.1.参照）

dpdt T の計算状況 (p, α) ∈ Q × Γ+ において，ある x ∈ Σ+, y ∈ ∆∗, r ∈ Q, γ ∈ Γ ∗

が存在して，(p, α)
x/y

===⇒
T

(r, γ) であるとする．更に，α′ ∈ Γ+ を (p, α′)
x/y

===⇒
T

(r, γ′),

α = α′α′′, γ = γ′α′′ を満たす，αの最短の接頭辞であるとする．ここで，

(p, α′)
ε/ε

===⇒
T
⇒(p1, B1β1)

x1/y1===⇒
T

(q1, β1)
ε/ε

===⇒
T
⇒

(p2, B2β2)
x2/y2===⇒

T
(q2, β2) . . .

ε/ε
===⇒

T
⇒

(pm, Bmβm)
xm/ym===⇒

T
(qm, βm)

ε/ε
===⇒

T
⇒

(pm+1, Bm+1)
x′′/y′′
===⇒

T
(r, γ′), m ≥ 0

但し，x = x1x2 . . . xmx′′, y = y1y2 . . . ymy′′,

　 Bi ∈ Γ , βi ∈ Γ+, pi, qi ∈ Q,

　 xi 6= ε or yi 6= ε, 1 ≤ i ≤ m, pm+1 ∈ Q,

　更に，Bm+1 ∈ Γ , γ′ 6= ε，あるいは，Bm+1 = ε

であるとき，次のように表記する．

RW-Seg
[
(p, α)

x/y
===⇒

T
(r, γ)

]
= B1B2 . . . BmBm+1

RW-Pop
[
(p, α)

x/y
===⇒

T
(r, γ)

]
=





(p1, B1)q1(p2, B2)q2

　　　　　　 . . . (pm, Bm)qm(pm+1, Bm+1),
　　　　　　　　　　　　　　　 (Bm+1 ∈ Γ )
(p1, B1)q1(p2, B2)q2 . . . (pm, Bm),
　　　　　　　　　　　　　　　 (Bm+1 = ε).
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更に，上記定義を随伴 dpda M について考え，

(p, α′) ε===⇒
M
⇒(p1, B1β1)

x1===⇒
M

(q1, β1)
ε===⇒
M
⇒

(p2, B2β2)
x2===⇒
M

(q2, β2) . . .
ε===⇒
M
⇒

(pm, Bmβm) xm===⇒
M

(qm, βm) ε===⇒
M
⇒

(pm+1, Bm+1)
x′′===⇒
M

(r, γ′), m ≥ 0

但し，x = x1x2 . . . xmx′′,

　 Bi ∈ Γ , βi ∈ Γ+, pi, qi ∈ Q,

　 xi 6= ε, 1 ≤ i ≤ m, pm+1 ∈ Q,

　更に，Bm+1 ∈ Γ , γ′ 6= ε，あるいは，Bm+1 = ε

であるとき，次のように表記する．

Reading-Seg
[
(p, α) x===⇒

M
(r, γ)

]

　　　　　　　　　　　 = B1B2 . . . BmBm+1.

定義 3.2.4（文献 [TomSei85], p.225, Definition 2.3.参照）

dpdt T の計算状況 (p, α), (p, β) ∈ Q×Γ ∗について，ある x ∈ Σ+, y ∈ ∆∗, r ∈ Q, γ ∈
Γ ∗ が存在して，(p, α)

x/y
===⇒

T
⇒(r, γ)，且つ，

∣∣∣∣RW-Seg
[
(p, α)

x/y
===⇒

T
(r, γ)

]∣∣∣∣ ≤ n であった

とする．このとき常に，(p, β)
x/y

===⇒
T
⇒(r′, γ′) ，且つ， (r, (1)γ) = (r′, (1)γ′) が成り立ち，

また，(p, α), (p, β)が逆の場合にも同関係が成立する場合，次のように表記する．

(p, α)
n' (p, β).
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3.3 前提と基本命題

等価性判定を行うべき dpdt対を，T1 = (Q1,Γ1, Σ , ∆, µ1, q01, Z01, φ), T2 = (Q2,Γ2,

Σ , ∆, µ2, q02, Z02, φ)とし，各々から出力機構を取り除いた dpda（随伴 dpda）をM1,M2

とする．ここで，dpdt T1,T2 は，後述の条件１，２を満足することを前提とする．特に，

条件１は，随伴 dpda M1,M2 が文献 [TomSei85], p.224, Definition 2.2. で定義される

Weak Segmental Propertyと呼ばれる性質を満足するというもので，同文献の結果より，

M1,M2 の等価性判定は可解であることが証明されている．従って，以降，M1 ≡ M2 を前

提とする．更に，一般性を失うことなく，文献 [Tom82], p.194, (A1), (A2) の成立を前提

とする．(A1)：任意の推移規則 (p,A) a−→(q, θ) ∈ δに対して |θ| ≤ 2．(A2)：ある x ∈ Σ∗,

(q, ω) ∈ Qi × Γ+
i に対して，(q0i, Z0i)

x===⇒
Mi

(q, ω)であるとき，必ず L(q, ω) 6= φ．

条件 1（Weak Segmental Property の成立性）

dpdt T1,T2 において，その随伴 dpda M1,M2 が等価である場合，この dpda対に依存す

る，以下の条件を満足する定数R ≥ 1が存在する．

(q01, Z01)
w===⇒
M1

(p,A|α′′) x===⇒
M1

(q, ε|α′′) (3.3.1)

(q02, Z02)
w===⇒
M2

(p̄, β) x===⇒
M2

(q̄, γ) (3.3.2)

但し，w, x ∈ Σ∗, p, q ∈ Q1, A ∈ Γ1, α′′ ∈ Γ ∗1 ,

p̄, q̄ ∈ Q2, β, γ ∈ Γ ∗2

なる任意の推移に対して，以下が成立する．
∣∣∣∣Reading-Seg

[
(p̄, β) x===⇒

M2
(q̄, γ)

]∣∣∣∣ ≤ R.

（この条件は，上記 xに対する推移において，β に含まれるスタック記号のうち，ε-推移

以外でポップアップされるものが高々Rであることを意味する．）2

条件 2（ε-推移に対する出力長の有限性）

dpdt T2 について，以下の条件を満足する，非負定数 Oが存在する．

(q02, Z02)
x0/v0===⇒

T2
(p̄, β)

ε/v
===⇒

T2
(q̄, γ)
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但し，x0 ∈ Σ∗, v0, v ∈ ∆∗, p̄, q̄ ∈ Q2, β, γ ∈ Γ ∗2

なる任意の推移に対して，|v| ≤ Oが成立する．（この条件は，入力記号を読み込むことな
く出力が限りなく長く続くような不自然さを排除する．）2

補題 3.3.1 dpdt T1, T2 が前記条件１, ２を満足する場合，次の (i), (ii)が成立する．

(i) 随伴 dpdaにおいて，M1 ≡ M2 である場合，式 (3.3.1), (3.3.2)の推移について，そ

れに対応する dpdtの推移において，
∣∣∣∣RW-Seg

[
(p̄, β)

x/u
===⇒

T2
(q̄, γ)

]∣∣∣∣ ≤ RT

但し，RT = (1 +O)R.　Rは条件１の定数.

(ii) T2 における到達可能な計算状況から y ∈ Σ∗ による推移が可能で，そのときの出力が

v ∈ ∆∗ であるとき，τ2 を推移規則集合 µ2 に含まれる規則中の出力長の最大値とすると，

以下が成立する．

|v| ≤ T (|y|)　但し，T (|y|) = (τ2 +O)|y|.

（証明）まず，(i)について考える．補題中の
∣∣∣∣RW-Seg

[
(p̄, β)

x/u
===⇒

T2
(q̄, γ)

]∣∣∣∣の値は，条件

１の

∣∣∣∣Reading-Seg
[
(p̄, β) x===⇒

M2
(q̄, γ)

]∣∣∣∣に比較して，β 中のスタックの内で，出力が空で

ない ε-推移でポップアップするものの数だけ大きい値をとる．ここで，条件２により，出

力が空でない ε-推移は高々O回しか続かないことを加味すれば，この値は (1+O)R以下
となる．次に，(ii)について考える．まず，y = a1a2 . . . an, ai ∈ Σ , (1 ≤ i ≤ n)とする．

ここで，条件２より，各々の ai ∈ Σ による推移に伴う ε-推移による出力長は高々Oであ
り，従って，y による推移の中で ε-推移による出力長の総和は高々 O× n = O× |y|とな
る．また，yによる推移の中で ε-推移以外の推移の出力長の総和は，高々 τ2×n = τ2×|y|
である．従って，|v| ≤ (τ2 +O)|y|．2

さて，本章の等価性判定法は，文献 [Tom82], [Tom84], [TomSei85], [TomSei89]を基

礎とし，分岐アルゴリズムによる判定木展開を用いる．以下に，本アルゴリズムの基礎

となる基本命題を示すが，以降の論理展開は，主として文献 [TomSei85], [TomSei89]

に準じている．命題 3.3.1 は，文献 [TomSei89], p.42, Proposition 3.1. の拡張で，分岐
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（branching）操作の正当性の基本となる．また，命題 3.3.2，3.3.3は，分岐操作のみでは

無限に拡張され得る判定木に対し，それを有限に抑えるための跳越し（skipping）操作が，

ある有限の範囲で必ず適用されることを保証する．具体的に，命題 3.3.2は，スタック長

に対する有限性に関与し，命題 3.3.3は，文献 [TomSei89], p.43, Proposition 3.2.の拡張

で，出力に対する有限性に関与する．

命題 3.3.1 T1 ≡ T2 であるとき，次の (i), (ii)が成立する．

(i) 前記の式 (3.3.1), (3.3.2)の前半の推移に対応する dpdt T1 および T2 の推移，

(q01, Z01)
w/w1===⇒

T1
(p, α) (3.3.3)

(q02, Z02)
w/w2===⇒

T2
(p̄, β) (3.3.4)

但し，w1, w2 ∈ ∆∗, α = Aα′′, β = β′β′′.

に対して，w1h = w2 なる，ある h ∈ ∆±∗ が存在し，以下が成立する．

(p, α) ≡ h(p̄, β). (3.3.5)

(ii) ある w′ ∈ Σ∗, w′1, w
′
2 ∈ ∆∗ に対して，

(q01, Z01)
w′/w′1===⇒

T1
(p, α)　且つ，

(q02, Z02)
w′/w′2===⇒

T2
(p̄, β̄)

但し，̄β ∈ Γ ∗2 , w′1h
′ = w′2, h′ ∈ ∆±∗

であり，(p̄, β) ∼= (p̄, β̄)ならば，h = h′ が成立する．

（証明） まず，(i) について考える．式 (3.3.5) が不成立ならば，その等価式の定義（定

義 2.1.6）から，直ちに，T1 ≡/ T2 となる．従って，その対偶として，式 (3.3.5) の成

立が保証される．次に，(ii) について考える．T1 ≡ T2 の仮定から，TRANS(p, α) =

h TRANS(p̄, β) = h′ TRANS(p̄, β̄)である．更に，同値式 ∼=の定義（定義 3.2.2）から，

TRANS(p̄, β) = TRANS(p̄, β̄)である．従って，h = h′ が成立する．2
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命題 3.3.2 dpdt T2 の全ての入出力モードの計算状況に対して，
RT' (RT ≥ 1) による同

値類の数は次の定数以下である．

A(RT ) = (|Q2||Γ2|+ 1)(1+|Q2|)RT−1

但し，RT = (1 +O)R.

（証明） 基本的に，文献 [TomSei85], p.226, Lemma 2.5.と同様の証明になるが，以下に

詳細を記述する．まず，次のような集合を考える．

D(p, α) = {RW-Pop
[
(p, α)

x/y
===⇒

T2
(r, γ)

] ∣∣

　　

∣∣∣∣RW-Seg
[
(p, α)

x/y
===⇒

T2
(r, γ)

]∣∣∣∣ ≤ RT ,

　　 for some x ∈ Σ∗, y ∈ ∆∗, (r, γ) ∈ Q2 × Γ ∗2 }

D = {D(p, α)
∣∣ (p, α) ∈ Q2 × Γ+

2 }

定義 3.2.2, 3.2.3 から，上記同値類の数は |D| に等しい．更に，RT = 1, 2, 3, . . . の

各々の場合，|D(p, α)| の上限は 1, |Q2|, |Q2|2, . . . となる．ここで，定義 3.2.3 の状況

を考える．まず，RT = 1 の場合，|D| は (p, α)
ε/ε

===⇒
T2
⇒(p1, B1β1), (p1, B1) ∈ Q2 × Γ2,

β1 ∈ Γ ∗2 のような全ての (p1, B1)の組合せ数となり，|Q2||Γ2|以下となる．次に，RT = 2

の場合，上記に加えて，全ての q1 ∈ EMP(p1, B1)に対して，(q1, β1)
ε/ε

===⇒
T2
⇒(p2, B2β2),

(p2, B2) ∈ Q2×(Γ2∪{ε}), β2 ∈ Γ ∗2 のような状況を考えれば，|D(p, α)|の上限が |Q2|であ
ること，且つ，(p2, B2)の全ての組合せを考慮して，|D|は高々 (|Q2||Γ2|)(|Q2||Γ2|+1)|Q2|

となる．この論理展開を繰り返せば，任意の RT に対して，|D|は次の上限値以下となる
ことがわかる．

(|Q2||Γ2|)(|Q2||Γ2|+ 1)|Q2|(|Q2||Γ2|+ 1)|Q2|2

　　　　　　　　　　 . . . (|Q2||Γ2|+ 1)|Q2|RT−1

< (|Q2||Γ2|+ 1)1+|Q2|+|Q2|2+···+|Q2|RT−1

≤ (|Q2||Γ2|+ 1)(1+|Q2|)RT−1
2
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定義 3.3.1（文献 [TomSei89], p.42, Definition 3.1.参照）

dpdt T1, T2 について，ある x0 ∈ Σ∗, u0, v0 ∈ ∆∗, p ∈ Q1, p̄ ∈ Q2, A ∈ Γ1, α′′ ∈ Γ ∗1 ,

β ∈ Γ ∗2 に対して，

(q01, Z01)
x0/u0===⇒

T1
(p,Aα′′)

(q02, Z02)
x0/v0===⇒

T2
(p̄, β)

であり，且つ，ある h′ ∈ ∆±∗ に対して，u0h
′ = v0 であるとする．更に，ある x ∈

Σ+, u, v ∈ ∆∗, α1 ∈ Γ ∗1 , β1 ∈ Γ ∗2 に対して，

(p,A|α′′) x/u
===⇒

T1
(p,Aα1|α′′) (3.3.6)

(p̄, β)
x/v

===⇒
T2

(p̄, β1) (3.3.7)

但し，

∣∣∣∣RW-Seg
[
(p̄, β)

x/v
===⇒

T2
(p̄, β1)

]∣∣∣∣ ≤ RT

　　　且つ，(p̄, β)
RT' (p̄, β1)

であり，且つ，ある h ∈ ∆±∗ に対して，uh = h′v であるとする．ここで，式 (3.3.6),

(3.3.7)のような推移対を
RT' ＳＥ推移対と呼ぶ．また，この推移対の途中に，RT' ＳＥ推

移対を一切含まない場合，この
RT' ＳＥ推移対は極小（minimal）であると言う．

命題 3.3.3 T1 ≡ T2 であり，且つ，定義 3.3.1の状況において，式 (3.3.6), (3.3.7)の推

移対が極小であるものとする．ここで，次の (i)～(iii)が成立する．

(i) ある h′′ ∈ ∆±∗ が存在して，以下の (a)および (b)が成立する．

　 (a) h′, h ∈ ∆∗ ならば，h = h′h′′

　 (b) h′, h ∈ ∆−∗ ならば，h−1 = h′−1h′′

(ii) |α1| ≤ ϕ = |Q1||Γ1|A(RT )

(iii) dpdt T1, T2 に依存する，ある定数 U が存在し，

||h| − |h′|| ≤ U

が成立する．更に，||h′|| ≥ U ならば，以下の (a)且つ (b)が成立する．

　 (a) h′ ∈ ∆∗　ならば　 h ∈ ∆∗,　且つ，
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　　　 h′ ∈ ∆−∗　ならば　 h ∈ ∆−∗

　 (b) ||h′′|| ≤ U .

（証明） まず，(i)について考える．ここでは，その対称性を考慮し，(a) の場合のみを証

明すれば十分である．さて，h = h′h′′ とできない場合を考え，

h = tas, h′ = tbs′

　但し，a 6= b, t, s, s′ ∈ ∆∗, a, b ∈ ∆

とする．ここで，uh = h′v より，以下が成立する．

utas = tbs′v.

この式から，直ちに u 6= εであることがわかる．更に，同じ
RT' ＳＥ推移対が n回繰り返

される場合を考慮すると，入力 xn に対して，各々の出力は un, vn となり，このとき，あ

る g, g′ ∈ ∆∗ が存在し，

ung = hvn = tasvn, ung′ = h′vn = tbs′vn

とできるはずである．しかし，n が十分大きい場合，いずれは，|un| ≥ |t| のような状
況となるが，この場合，h = tas, h′ = tbs′, a 6= b という仮定に矛盾が生じる．従って，

h = h′h′′ が成立する．

次に，(ii)については，|α1|が ϕを超えると，命題 3.3.2の成立，および，ϕの定義から

も明らかなように，必ず途中に
RT' ＳＥ推移対が存在することになる．これは，式 (3.3.6),

(3.3.7)の
RT' ＳＥ推移対が極小であるという仮定に反する．従って，(ii)の成立が保証さ

れる．

最後に，(iii)の成立性を証明する．ここで，T1 の推移ステップ数について考える．ま

ず．上記 (ii) の成立より，ステップ数が |Q1|(|Γ1|+ 1)ϕ を超えれば，式 (3.3.6) の状況

が得られる．更に，命題 3.3.2 の成立より，ステップ数が U0 = |Q1|(|Γ1|+ 1)ϕA(RT )

を超えれば，式 (3.3.6), (3.3.7) のような
RT' ＳＥ推移対が存在する．つまり，極小の

RT' ＳＥ推移対において，その推移ステップ数は，U0 以下となる．従って，|x| ≤ U1，

|u| ≤ U2 なるある定数 U1，U2 が存在する．また，T2 が条件２を満足することにより補

題 3.3.1(ii)が成立するため，U3 = T (U1)とすれば，|v| ≤ U3 が成り立つ．ここで，改め
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て，U = Max{U2, U3} とすると，以下のようになる．

|u| ≤ U 　且つ　 |v| ≤ U .

ここで，uh = h′v であるため，

||h| − |h′|| = ||v| − |u|| ≤ |v| ≤ U

となり，(iii)の前半が成立する．後半については，上記結果に加え，||h′|| ≥ U であるこ
とを仮定すれば，直ちに (a)が成立し，このとき，||h′′|| = ||h| − |h′||となり，同時に (b)

も成立する．2

補題 3.3.2 T1 ≡ T2 であり，且つ，式 (3.3.3), (3.3.4)のような推移に対して，式 (3.3.5)

が成り立つならば，以下が成立する．

|RW-Seg(p̄, β)| ≤ B(|α|)

　但し，B(|α|) = (1 + |Q2|)RT |α|−1
.

（証明） 補題 3.3.1の成立より，任意の x ∈ L(p̄, β), r̄ ∈ EMP(p̄, β)に対して，
∣∣∣∣RW-Seg

[
(p̄, β)

x/y
===⇒

T2
(r̄, ε)

]∣∣∣∣ ≤ RT |α|

が成立する．以降，定義 3.2.3を考慮し，文献 [TomSei85], p.226, Lemma 2.6.と同様に，

次の Claimの成立を証明することにより本補題の証明とする．

Claim 任意の x ∈ L(p̄, β)に対して，ある y ∈ ∆∗, r̄ ∈ Q2，および，正の整数 nが存

在し，
∣∣∣∣RW-Seg

[
(p̄, β)

x/y
===⇒

T2
(r̄, ε)

]∣∣∣∣ ≤ n

である場合，以下が成立する．

|RW-Seg(p̄, β)| ≤ (1 + |Q2|)n−1.

Claimの証明 整数 nに対する数学的帰納法により証明を行う．まず，n = 1の場合は

明らか．次に，n = k(k ≥ 1)でのこの Claimの成立を仮定した場合に，n = k + 1でも
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同Claimが成立することを示す．ここで，任意の x ∈ L(p̄, β)，ある y ∈ ∆∗, r̄ ∈ Q2 に

対して，
∣∣∣∣RW-Seg

[
(p̄, β)

x/y
===⇒

T2
(r̄, ε)

]∣∣∣∣ ≤ k + 1

であったとする．更に，(p̄, β)
ε/ε

===⇒
T2
⇒(q̄, Cγ′), (q̄, C) ∈ Q2 × Γ2, γ′ ∈ Γ ∗2 に対して，

EMP(q̄, C) = {r̄1, r̄2, . . . , r̄m}, (m ≤ |Q2|)であるとする．ここで，以下の展開により，
Claimの成立が証明される．

|RW-Seg(p̄, β)| ≤ |C|+
m∑

i=1

|RW-Seg(r̄i, γ
′)|

　　　　　　 ≤ 1 +
m∑

i=1

(1 + |Q2|)k−1

　　　　　　　　　　（帰納法の仮定による）

　　　　　　 ≤ 1 + |Q2|(1 + |Q2|)k−1

　　　　　　 ≤ (1 + |Q2|)(k+1)−1. 2
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3.4 等価性判定アルゴリズム

本アルゴリズムは，dpdt T1, T2 の初期計算状況に対する等価式 (q01, Z01) ≡ (q02, Z02)

を根とする判定木を，以下で説明する「分岐」，「跳越し」の操作により逐次その子節点を

導入し展開することにより行なう．さて，推移 (3.3.3), (3.3.4)に対応して，節点 (3.3.5)

が判定木中に導入され，その成立性が着目されたとする．ここで，α = β = ε である場

合，T1 ≡ T2 であるためには，h = εでなければならない．このチェックを終端チェック

と呼ぶ．また，判定木中に (p, α) ≡ h′(p̄, β)なる節点が既に存在している場合，T1 ≡ T2

であるためには，h = h′ でなければならない．このチェックを出力の一意性チェックと

呼ぶ．このいずれかのチェックが不成立である場合，直ちに “T1 ≡/ T2”と判定を下し，全

手続きを終了する．以下では，着目節点 (3.3.5)が，この両チェックの対象外である場合

を考える．

3.4.1 分岐

本分岐操作は，文献 [TomSei89], p.44, 4.1.Branchingの操作に加えて，T2 側の ε-モー

ドを考慮したものである．

補題 3.4.1 dpdt T1, T2 の計算状況対 (p, α), (p̄, β)に対して，等価式 (3.3.5)が成立する

ことと，次の (i)(ii)が成立することは同値である．

(i)(a) (p, α), (p̄, β) が共に入力モードである場合，全ての ai ∈ FIRST(p, α) =

FIRST(p̄, β) = {a1, a2, ..., al} ⊆ Σ における推移，

(p, α)
ai/ui−−−→

T1

(pi, αi)　且つ　 (p̄, β)
ai/vi−−−→

T2

(p̄i, βi)

に対して，ある適当な hi ∈ ∆±∗ が存在して，uihi = hvi が成立する．

(b) (p, α)が ε-モードである場合，ある u1 ∈ ∆∗, (p1, α1) ∈ Q1 × Γ ∗1 について，

(p, α)
ε/u1−−−→
T1

(p1, α1)

であるとき，ある適当な h1 ∈ ∆±∗ が存在して，u1h1 = hが成立する．ここで，後述 (ii)

に対応して，(p̄, β) = (p̄1, β1), l = 1とする．
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(c) (p, α)が入力モード，(p̄, β)が ε-モードである場合，ある v1 ∈ ∆∗, (p̄1, β1) ∈ Q2×Γ ∗2

について，

(p̄, β)
ε/v1===⇒
T2
⇒(p̄1, β1)

であるとき，ある適当な h1 ∈ ∆±∗ が存在して，h1 = hv1 が成立する．ここで，後述 (ii)

に対応して，(p, α) = (p1, α1), l = 1とする．

(ii) 上記 (i)の各々の場合に対して，以下が成立する．

(pi, αi) ≡ hi(p̄i, βi), 1 ≤ i ≤ l. (3.4.1)

（証明） (i) の場合，(a),(b),(c) のいずれかが成立しなければ，明らかに式 (3.3.5)は成立

しない．同様に，(ii) の場合も，式 (3.4.1)が成立しなければ，明らかに式 (3.3.5)も成立

しない．従って，その対偶により上記補題の成立が保証される．2

上記補題 3.4.1 (i)の成立性に対するチェックを，分岐出力チェックと呼び，そのチェッ

クが成功であるとき，全ての i に対する等価式 (3.4.1) を着目節点 (3.3.5) の子節点とし

て判定木中に加え，各々の枝のラベルを ui\xi/vi とする．この操作を分岐と呼ぶ．また，

分岐出力チェックが不成功であったならば，“T1 ≡/ T2” と判定を下し，全手続きを終了

する．

3.4.2 跳越し

上記分岐操作のみでは，判定木が無限に展開して終端しない場合がある．そこで，文

献 [TomSei89], p.45. 4.2.Skippingと同様に，跳越し操作を導入する．なお，現時点まで

に展開された判定木を T (T1 : T2)とする．

定義 3.4.1（文献 [Tom84], p.98, Definition 4.2.,文献 [TomSei89], p.45, Definition 4.1.,

4.2.参照）

T (T1 : T2)中に２節点 (p1, α1γ1) ≡ h1(p̄1, ᾱ1γ̄1)，(p2, α2γ1) ≡ h2(p̄2, ᾱ2γ̄1) が存在し，

(p1, α1)
x1/u1===⇒

T1
(p2, α2)　且つ，

(p̄1, ᾱ1)
x1/v1===⇒

T2
(p̄2, ᾱ2)
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　但し，x1 ∈ Σ∗, u1, v1 ∈ ∆∗, u1h2 = h1v1

のような推移に対応して，この両節点が，u1\x1/v1 をラベルとする枝で結ばれ，親子関

係にある場合，次のように記述する．

< (p1, α1

∣∣ γ1) ≡ h1(p̄1, ᾱ1

∣∣ γ̄1) >
u1\x1/v1−−−−−−−→
T (T1:T2)

　　　　　　 < (p2, α2

∣∣ γ1) ≡ h2(p̄2, ᾱ2

∣∣ γ̄1) > .

更に，このような親子関係が，

< (pi, αi

∣∣ γ1) ≡ h1(p̄i, ᾱi

∣∣ γ̄1) >
ui\xi/vi−−−−−−−→
T (T1:T2)

　 < (pi+1, αi+1

∣∣ γ1) ≡ hi+1(p̄i+1, ᾱi+1

∣∣ γ̄1) >

　　但し，uihi+1 = hivi, (1 ≤ i ≤ m)

のように連続する場合，次のように記述する．

< (p1, α1

∣∣ γ1) ≡ h1(p̄1, ᾱ1

∣∣ γ̄1) >
u\x/v

=====⇒
T (T1:T2)

　　 < (pm+1, αm+1

∣∣ γ1)

　　　　　　　　 ≡ hm+1(p̄m+1, ᾱm+1

∣∣ γ̄1) >

　　但し，x = x1x2 . . . xm,

　　　　 u = u1u2 . . . um, v = v1v2 . . . vm.

この状況を，T (T1 : T2)中に x ∈ Σ∗ による推移路が存在するという．更に，“u\”, “/v”,

“
∣∣ ”については，省略も可能とする．また，矢印を

u\x/v
=====⇒
T (T1:T2)

|とした場合は，随伴 dpda

M2 の推移において，(p̄1, ᾱ1)
x====⇒

M2
|(p̄m+1, ᾱm+1) であることを意味する．

定義 3.4.2（跳越しの前提条件：文献 [TomSei89], p.46, Definition 4.3.参照）

着目節点 (3.3.5)において，(p, α)は非減少モード，(p̄, β)は入出力モードであるとする．

更に，着目節点を以下のように書き直す．

(p,Aα′′) ≡ h(p̄, β) (3.4.2)

但し，A ∈ Γ1, α = Aα′′
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ここで，T (T1 : T2)中の既に分岐の適用されている，

(p,Aω′′) ≡ h′(p̄, β′) (3.4.3)

なる節点が存在し，且つ，

(p̄, β)
n' (p̄, β′) (3.4.4)

であるとする．但し，n (≥ 1) は上記の関係を満足する T (T1 : T2)中の最大値とする．こ

のとき，以下の (a)あるいは (b)を満足する場合，着目節点 (3.4.2)は跳越し前提条件を

満足していると言う．

(a) h = h′

(b) T (T1 : T2)中に，

(p,Aα′′) ≡ g(p̄, β) (3.4.5)

　　　但し，(p̄, β)
n' (p̄, β) (3.4.6)

(p,Aω′′) ≡ g′(p̄, β′) (3.4.7)

　　　但し，(p̄, β)
n' (p̄, β′) (3.4.8)

なる分岐被適用節点が存在し，ある h′′ ∈ ∆±∗ に対し，次が成立する．

h, h′, g, g′ ∈ ∆∗, (3.4.9)

h = h′h′′,　 g = g′h′′

あるいは，

h, h′, g, g′ ∈ ∆−∗, (3.4.10)

h−1 = h′−1
h′′,　 g−1 = g′−1

h′′.

ここで，節点 (3.4.3)をこの跳越しの対応節点，更に，節点 (3.4.5), (3.4.7)を副次対応節

点と呼ぶ．なお，節点 (3.4.3)と節点 (3.4.5)は同一でも良い．

定義 3.4.3（跳越し適用の可否：文献 [TomSei89], p.46, Definition 4.4.参照）

着目節点 (3.4.2) が，前定義の跳越しの前提条件を満足しており，更に，ある x0 ∈
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Σ∗, u0, v0 ∈ ∆∗, q ∈ Q1, (q̄j , γ
′
0) ∈ Q2 × Γ ∗2 , t′ ∈ ∆±∗ に対して，対応節点 (3.4.3) か

ら，次の推移路が存在するものとする．

< (p,A
∣∣ ω′′) ≡ h′(p̄, β′) >

u0\x0/v0=====⇒
T (T1:T2)

| (3.4.11)

　　　　　　　　　　 < (q, ε
∣∣ ω′′) ≡ t′(q̄j , γ

′
0) >

但し，

∣∣∣∣RW-Seg
[
(p̄, β′)

x0/v0===⇒
T2

(q̄j , γ
′
0)

]∣∣∣∣ ≤ n.

（ここで，nは式 (3.4.4)の定義と同じ．）

これに対応した，着目節点 (3.4.2)に対する，

(p,A
∣∣ α′′)

x0/u0===⇒
T1

(q, ε
∣∣ α′′)　 (3.4.12)

(p̄, β)
x0/v0====⇒

T2
|(q̄j , γ0), γ0 ∈ Γ ∗2

のような推移について，ある t ∈ ∆±∗ が存在し，

u0t = hv0 (3.4.13)

が成立するならば，着目節点 (3.4.2)に対する跳越しが適用可能であると言う．2

着目節点 (3.4.2)が，定義 3.4.2における跳越しの前提条件を満足しており，更に，定義

3.4.3の跳越し適用が可能である場合，着目節点に対して跳越しを適用し，その子節点と

して，

(q, α′′) ≡ t(q̄j , γ0) (3.4.14)

を判定木に取り入れる．これを後続節点（skipping-end）と呼び，そこへ至る枝のラベル

を，“u0\x0/v0”とする．その後の判定木の展開に応じて，着目節点に対する跳越しの前

提条件を常に監視し，それが不成立となった場合には，着目節点に改めて分岐を適用す

る．また，式 (3.4.13)が成立しない場合には，直ちに “T1 ≡/ T2”と判定を下し，全手続

きを終了する．
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補題 3.4.2（定義 3.4.2(b) の跳越しに対する正当性）着目節点 (3.4.2) に対して，定義

3.4.2における (b)の跳越し前提条件が成立し，式 (3.4.3)～(3.4.13) の状況によりその跳

越しが適用され，

< (p,Aα′′) ≡ h(p̄, β) >
u0\x0/v0−−−−−−−→
T (T1:T2)

(3.4.15)

　　　　　　　　　　　　 < (q, α′′) ≡ t(q̄j , γ0) >

であるとする．更に，対応節点 (3.4.3)，および，副次対応節点 (3.4.5), (3.4.7)に対して，

u0t
′ = h′v0, u0s = gv0, u0s

′ = g′v0 (3.4.16)

　但し，t, t′, s, s′ ∈ ∆±∗

であったとする．このとき，(3.4.3)を起点とする，

(p,A
∣∣ ω′′)

x/u
===⇒

T1
(q, ε

∣∣ ω′′)　且つ，

(p̄, β′)
x/v

====⇒
T2

|(q̄j , γ
′)

但し，

∣∣∣∣RW-Seg
[
(p̄, β′)

x/v
===⇒

T2
(q̄j , γ

′)
]∣∣∣∣ ≤ n

（ここで，nは式 (3.4.4)の定義と同じ．）

のような任意の x ∈ Σ∗, u, v ∈ ∆∗ に関する推移に対応して，式 (3.4.6), (3.4.8)の成立に

より，(3.4.5), (3.4.7)の右辺の計算状況を起点とする，

(p̄, β)
x/v

====⇒
T2

|(q̄j , γ), γ ∈ Γ ∗2

(p̄, β′)
x/v

====⇒
T2

|(q̄j , γ
′), γ′ ∈ Γ ∗2

なる推移も可能となるが，ここで，

ut′ = h′v, us = gv, us′ = g′v (3.4.17)

が成立するならば，ut = hv も同時に成立する．

（証明）
n' 同値関係の定義より，この推移の範囲において，着目節点，対応節点，副

次対応節点の入出力は完全に同一である．従って，文献 [TomSei89], p.47, Lemma
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4.2. と同様に証明できるが，以下に詳細を記述する．ここで，本証明を通じて，

u0, v0, u, v, h, h′, h′′, g, g′t, t′s, s′ ∈ F (∆)とする．但し，F (∆)は，出力記号集合 ∆から

生成されるある自由群（free group）とする．

(A) はじめに，式 (3.4.9) が成立する場合を考える．まず，式 (3.4.13) と式 (3.4.9) の

h = h′h′′ から，u0t = hv0 = h′h′′v0 を得る．更に，式 (3.4.16) の u0t
′ = h′v0 から，

h′ = u0t
′v−1

0 を得る．従って，u0t = u0t
′v−1

0 h′′v0 であり，以下を得る．

t′−1t = v−1
0 h′′v0 (3.4.18)

また，式 (3.4.9)の g = g′h′′ と式 (3.4.16)から，u0s = gv0 = g′h′′v0 = u0s
′v−1

0 h′′v0 と

なり，以下を得る．

s′−1s = v−1
0 h′′v0 (3.4.19)

同様に，g = g′h′′ と式 (3.4.17)から，以下を得る．

s′−1s = v−1h′′v (3.4.20)

更に，式 (3.4.18), (3.4.19)から，以下を得る．

t′−1t = s′−1s (3.4.21)

以上から次のような展開が可能となり ut = hv の成立が保証される．

ut = ut′t′−1t = ut′s′−1s （式 (3.4.21)より）

　 = ut′v−1h′′v （式 (3.4.20)より）

　 = h′vv−1h′′v （式 (3.4.17)の ut′ = h′v より）

　 = h′h′′v = hv.

(B) 次に，式 (3.4.10)が成立する場合を考える．ここでは，以下のような F (∆)におけ

る変換 σ を定義する．

σ =




u0 → v0, v0 → u0, u → v, v → u,

h → h−1, h′ → h′−1,

h′′ → h′′, g → g−1, g′ → g′−1,

t → t−1, t′ → t′−1, s → s−1, s′ → s′−1




この変換を先の (A) の証明に適用することにより同様な論理展開ができ，σ(u)σ(t) =

σ(h)σ(v)に対応して，vt−1 = h−1uとなり，hv = utを得る．2
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上記補題 3.4.2により，式 (3.4.13), (3.4.16), (3.4.17)が成立する場合，自動的に ut = hv

が成立すること，つまり，跳越しの正当性が保証される．

3.4.3 中断

本判定木展開において，跳越しの後続節点が無限に増え続けることを抑制するために，

文献 [Tom84], p.101, 4.2.Halting，文献 [TomSei85], p.229, 3.2.Haltingに対して出力機

構を加味し，以下のような中断操作を導入する．

定義 3.4.4 dpdt T2 の推移 (p̄, β)
x/y

===⇒
T2

(n) (q̄, γ), (n ≥ 1)において，推移の高さを次の

ように定義する．
∣∣∣∣(p̄, β)

x/y
===⇒

T2
(q̄, γ)

∣∣∣∣

= Min{|β′| ∣∣ (p̄, β)
x′/y′

===⇒
T2

(p̄′, β′)
x′′/y′′
===⇒

T2

(n′′) (q̄, γ),

　　　　　 x = x′x′′, y = y′y′′,

　　　　　 (p̄′, β′) ∈ Q2 × Γ+
2 , 1 ≤ n′′ ≤ n} − 1

なお，その随伴 dpda M についても，同定義の出力部分を除外して，同様に推移の高さ

を定義する．

定義 3.4.5 着目節点 (3.4.2)が，T (T1 : T2)中の跳越し被適用節点であるとして，既に推

移路 (3.4.15) のような跳越しにより，後続節点 (3.4.14) が判定木中に導入されているも

のとする．ここで，更なる判定木展開において，新たな跳越し，

< (p,Aα′′) ≡ h(p̄, β) >
ui\xi/vi−−−−−−−→
T (T1:T2)

　　　　　　　　　　　 < (q, α′′) ≡ ti(q̄j , γi) >

が適用されたとき，

(i) t = ti.

(ii) RW-Pop
[
(p̄, β)

x0/v0===⇒
T2

(q̄j , γ0)
]
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　　　　　 = RW-Pop
[
(p̄, β)

xi/vi===⇒
T2

(q̄j , γi)
]

.

であり，且つ，

(q̄j , γ0)
H∼= (q̄j , γi)

　但し，H =
∣∣∣∣(p̄, β) x0===⇒

M2
(q̄j , γ0)

∣∣∣∣

　　　　　　　　　
(

=
∣∣∣∣(p̄, β) xi===⇒

M2
(q̄j , γi)

∣∣∣∣
)

　また，M2は T2の随伴 dpda.

が成立する場合，後続節点 (q, α′′) ≡ t(q̄j , γi)は中断が適用可能であると言う．2

ある跳越しが適用されたとき，その後続節点に定義 3.4.5の中断が適用可能である場合，

その後続節点を直ちに中断節点として，以後の後続接点の追加および中断接点から先の判

定木展開は行なわない．

3.4.4 アルゴリズム

本等価性判定アルゴリズムの全体を図 3.1に示す．ここでは，(q01, Z01) ≡ (q02, Z02)を

唯一の節点とする初期状態から，分岐，跳越し，中断の各操作を順次適用し，判定木を展開

することにより等価性判定を進める．判定木中の節点は，unchecked，checked，skipping，

s-checked，halting の５つの状態（status）をとる．なお，着目節点 (p, α) ≡ h(p̄, β)に

おいて，そのサイズを，(Max{|α|, |β|}, Min{|α|, |β|})なる数値対で定義する．そして，
節点サイズの大小関係は，まず１つめ（左側）の数値の大小関係とし，これが等しい場合

は，２つめ（右側）の数値の大小関係で決定するものとする．以上の手順において，途中

で “T1 ≡/ T2”と判定されることなく，uncheckedあるいは skipping状態の節点が存在し

なくなった場合，“T1 ≡ T2”との判定を下す．
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while 判定木中に uncheckedあるいは skipping

の状態の節点が存在する.

do

　それらの節点の内で最小サイズのものを

　着目節点 P：(p, α) ≡ h(p̄, β)とする.

　 if α = εかつ β = ε

　　 then if h = ε

　　　 then P を checkedにする.

　　　 else “T1 ≡/ T2”と判定を下す.halt fi

　　 else if P 以外の節点 (p, α) ≡ h′(p̄, β)が存在.

　　　 then if h = h′

　　　　 then P を checkedにする.

　　　　 else “T1 ≡/ T2”と判定を下す.halt fi

　　　 else if P は跳越し前提条件 (定義 3.4.2)を

　　　　満足する.

　　　　 then if P は跳越し適用可能 (定義 3.4.3)

　　　　　 then P に跳越しを適用し,必要に

　　　　　　応じ,後続節点を子節点として加える.

　　　　　　更に,中断が適用可能 (定義 3.4.5)であ

　　　　　　れば,その後続節点を halting にする.

　　　　　　 if 後続節点の追加があった.

　　　　　　　 then P および全ての s-checked

　　　　　　　　節点を,skipping にする.

　　　　　　　 else P を s-checkedにする.fi

　　　　　 else (式 (3.4.13)が不成立)

　　　　　　 “T1 ≡/ T2”と判定を下す.halt fi

　　　　 else if P に分岐出力チェックが成功.

　　　　　 then 分岐を適用し,checkedにする.

　　　　　 else “T1 ≡/ T2”と判定を下す.halt fi

　 fi fi fi

od

図 3.1 アルゴリズム
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3.4.5 基本例題

具体的な例題として，以下の dpdt対 T1, T2 を定義し，その推移図を図 3.2に，本アル

ゴリズムによる等価性判定の判定木を図 3.3～3.6に示す．

T1 = {Q1,Γ1,Σ ,∆, µ1, q01, Z01, φ}

T2 = {Q2,Γ2,Σ ,∆, µ2, q02, Z02, φ}

但し，Q1 = {q01, p, q, s}, Q2 = {q02, p̄, q̄, r̄, s̄}

Γ1 = {Z01, A,B, C}, Γ2 = {Z02, D,E, F, G}, Σ = {a, b, c, d}, ∆ = {a, b, c}

µ1 =





(q01, Z01)
a/ε
−−−→

T1

(p,AB)

(p,A)
a/ε
−−−→(p,A2), (p,A)

b/ε
−−−→(s, C)

(p,A)
c/ε
−−−→(q, ε), (p,A)

d/ε
−−−→(p,A)

(q, A)
d/ab
−−−→(q, ε), (q, B)

d/abc
−−−→(q, ε),

(s,A)
ε/ab
−−−→(s, ε), (s,B)

d/abc
−−−→(s, ε), (s, C)

c/ε
−−−→(s, ε)





,

µ2 =





(q02, Z02)
a/ab
−−−→(p̄, DE)

(p̄, D)
a/ab
−−−→(p̄, D2), (p̄, D)

b/ε
−−−→(s̄, ε),

(p̄, D)
c/ε
−−−→(q̄, D), (p̄, D)

d/ε
−−−→(p̄, DG)

(q̄, D)
ε/c
−−−→(r̄, ε), (r̄, D)

d/ε
−−−→(r̄, ε),

(r̄, E)
d/ε
−−−→(r̄, ε), (r̄, G)

ε/ε
−−−→(r̄, ε)

(s̄, D)
ε/ε
−−−→(s̄, ε), (s̄, E)

c/ε
−−−→(s̄, F ),

(s̄, F )
d/c
−−−→(s̄, ε), (s̄, G)

ε/ε
−−−→(s̄, ε)





.

なお，各々の受理記号列／出力記号列の集合は以下の通りである．

TRANS(q01, Z01) = TRANS(q02, Z02)

　　　　　　　 = {(ad∗)nbcd/(ab)nc
∣∣ n ≥ 1} ∪ {(ad∗)ncdn/(ab)nc

∣∣ n ≥ 1}.
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1

図 3.2 推移図
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図 3.3 判定木　 T (T1 : T2)
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図 3.4 判定木　 T (T1 : T2)（つづき）
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図 3.5 判定木　 T (T1 : T2)（つづき）
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図 3.6 判定木　 T (T1 : T2)（つづき）
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3.5 正当性と終端性

補題 3.5.1 T1 ≡ T2 が真であるとき，本アルゴリズムは “T1 ≡ T2”と判定を下し有限の

手数で終端する．

（証明）本アルゴリズムの定義から，“T1 ≡/ T2”という判定を下した場合，その判定は明ら

かに真である．この対偶として，T1 ≡ T2 が真である場合，本アルゴリズムが “T1 ≡/ T2”

という判定を下すことは無い．従って，本補題の証明では，アルゴリズムが有限の手数で

終端するか否かがポイントとなる．以降，T1 ≡ T2 が真である場合について，判定木の高

さ（根から葉に至るまでの節点数の最大値）の上限を示し，更に，判定木の幅（同じ節点

から分岐される子節点数の最大値）の上限を示すことにより，有限終端性の証明とする．

(i)（判定木の高さの上限）

T (T1 : T2)中の任意の節点 (p, α) ≡ h(p̄, β)において，命題 3.3.3の ϕ，U を用いて，左
辺のスタックの高さの上限として以下が成立する．

|α| ≤ ϕT = 4ϕ2{(|∆|+ 1)3U + (|∆|+ 1)U}+ ϕ.

これは，文献 [TomSei89], p.50, Lemma 5.1. Proof. と同様に証明できる．従って，

T (T1 : T2)中の任意の節点について，左辺の種類は |Q1|(|Γ1|+ 1)ϕT 以下となる．次に，

文献 [Tom84], p.95, Lemma 3.9. と同様な論理展開により，左辺 (p, α) に対する右辺

(p̄, β)について，∼=による同値類の数を考える．まず，補題 3.3.2に |α| ≤ ϕT を加味し以

下が成立する．

|RW-Seg(p̄, β)| ≤ B(|α|) ≤ B(ϕT ).

従って，右辺の入出力セグメント RW-Seg(p̄, β) の種類の数は (|Γ2| + 1)B(ϕT ) 以下とな

る．ここで更に，入出力 ε-セグメントの組合せを考慮する．まず，先頭の極大長の入出力

ε-セグメントの種類数は最大 |Q2| 以下である．次に，入出力セグメントの各スタック記
号の下の極大長の入出力 ε-セグメントは，最大 B(ϕT ) 個存在し，各々の種類の数は最大

|Q2||Q2| である．従って，同値類の数は次の値以下となる．

|Q2||Q2|B(ϕT )+1(|Γ2|+ 1)B(ϕT ).
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これより，T (T1 : T2)中の左辺が非減少モード，右辺が入出力モードであるような分岐被

適用節点の数は次の定数以下となる．

|Q1|(|Γ1|+ 1)ϕT |Q2||Q2|B(ϕT )+1(|Γ2|+ 1)B(ϕT ).

なぜならば，分岐被適用節点の数がこの定数を超えたと仮定すると，このとき，

(p, α) ≡ h(p̄, β)

(p, α) ≡ h′(p̄, β′)　　但し，(p̄, β) ∼= (p̄, β′)

なる分岐被適用節点対が存在することになる．ところが，命題 3.3.1 (ii)により，この節

点対において h = h′ が成立し，つまり，定義 3.4.2 の跳越しの前提条件 (a)の成立によ

り，少なくとも一方は跳越し被適用節点であるはずで，仮定に矛盾する．従って，上記の

通り，分岐被適用節点数の上限の存在が保証される．更に，左辺スタックの増加は分岐処

理のみで発生することを加味すれば，判定木の高さの有限性が保証される．

(ii)（判定木の幅の上限）

分岐被適用節点の子節点数は高々有限であるので，跳越し被適用節点の後続節点数の有限

性を保証すれば十分である．ここで，上記 (i)の事情により，左辺が同一の節点の右辺に

ついて，∼=による同値類の数が有限であることが保証されている．従って，定義 3.4.5の

中断条件と命題 3.3.1 (ii)の成立を考慮すれば，直ちにその有限性が保証される．2

補題 3.5.2 T1 ≡/ T2 が真であるとき，本アルゴリズムは “T1 ≡/ T2”と判定を下し有限の

手数で終端する．

（証明） 本補題の証明のため，次のような同値問題（対偶）の証明を考える．「本アルゴリ

ズムが，“T1 ≡/ T2”と判定を下すことなく終端あるいは無限に進行したときには，T1 ≡ T2

が真に成立する．」これを証明するためには，上記状況における判定木を T (T1 : T2)とし

たとき，随伴 dpdaが等価であるという前提のもと，以下の ClaimEm(i) の成立を証明

すれば十分である．従って，以降，ClaimEm の成立性を証明する．

ClaimEm T (T1 : T2)中の任意の非中断節点を

(p, α) ≡ h(p̄, β)　但し，α ∈ Γ+
1 (3.5.1)

とする．ここで，任意の分割 α = α1α2 に対して，

(p, α1

∣∣ α2)
w/z1===⇒

T1

(m) (r, ε
∣∣ α2)
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(p̄, β)
w/z2====⇒

T2
|(r̄k, ∂)

であるとき，以下の (i), (ii), (iii)が成立する．

(i) 上記のような全ての w ∈ Σ∗, z1, z2 ∈ ∆∗, r ∈ Q1, (r̄k, ∂) ∈ Q2 × Γ ∗2 に対して，ある

tk ∈ ∆±∗ が一意に存在して，z1tk = hz2 が成立する．

(ii) ある w0 ∈ Σ∗, z10, z20 ∈ ∆∗ に対して，次のような推移路が，T (T1 : T2)中に存在

する．

< (p, α1

∣∣ α2) ≡ h(p̄, β) >
z10\w0/z20=======⇒

T (T1:T2)
|

　　　　　　　　　 < (r, ε
∣∣ α2) ≡ tk(r̄k, ∂0) >

　但し，(r, α2) ≡ tk(r̄k, ∂0)は非中断節点.

(iii) 更に，上記状況において，次が成立する．

RW-Pop
[
(p̄, β)

w0/z20===⇒
T2

(r̄k, ∂0)
]

　　　　　 = RW-Pop
[
(p̄, β)

w/z2===⇒
T2

(r̄k, ∂)
]

且つ，(r̄k, ∂0)
H∼= (r̄k, ∂)

　但し，H =
∣∣∣∣(p̄, β) w0===⇒

M2
(r̄k, ∂0)

∣∣∣∣

　　　　　　　　　
(

=
∣∣∣∣(p̄, β) w===⇒

M2
(r̄k, ∂)

∣∣∣∣
)

.

ClaimEmの証明 文献 [Tom84], [TomSei85] と同様に，数学的帰納法を用いて証明す

る．まず，m = 1の場合，w = a ∈ Σ ∪ {ε}とできる．ここで，節点 (3.5.1)が分岐被適

用節点である場合，ClaimE1 の成立は明らか．また，節点 (3.5.1)が跳越し被適用節点

である場合も，その対応節点は分岐被適用節点であり，そこに aによる分岐が適用されて

いる．更に，この aによる分岐推移路に対応して，節点 (3.5.1)への跳越し適用による後

続節点の導入が直接検討されている．従って，この場合も ClaimE1 の成立が保証され

る．次に，あるm(≥ 1)について E1,E2, . . . ,Em が成立すると仮定した場合，Em+1 も
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成立することを証明する．

(A) 節点 (3.5.1)が分岐被適用節点の場合

T (T1 : T2)中に，次のような推移路が存在する．

< (p, α1

∣∣ α2) ≡ h(p̄, β) >
z′1\a/z′2−−−−−−−→
T (T1:T2)

　　　　　　　　　 < (p′, α′1
∣∣ α2) ≡ h′(p̄′, β′) >

　但し，w = aw′, a ∈ Σ , z′1h
′ = hz′2, h′ ∈ ∆±∗.

ここで，節点 (p′, α′1α2) ≡ h′(p̄′, β′) は非中断節点であり，仮定より Em が成立する．

従って，

(p′, α′1
∣∣ α2)

w′/z′′1===⇒
T1

(m) (r, ε
∣∣ α2), z1 = z′1z

′′
1

(p̄′, β′)
w′/z′′2====⇒

T2
|(r̄k, ∂), z2 = z′2z

′′
2

なる任意の w′ ∈ Σ∗, z′′1 , z′′2 ∈ ∆∗, r ∈ Q1, (r̄k, ∂) ∈ Q2 × Γ ∗2 に対して，ある tk ∈ ∆±∗

が一意に存在して，z′′1 tk = h′z′′2 が成立する．ここで，節点 (3.5.1)に対する Em+1(i)に

ついて考えると，

　　 z1tk = z′1z
′′
1 tk 　 (z1 = z′1z

′′
1 )

　　　　 = z′1h
′z′′2 　 (z′′1 tk = h′z′′2 )

　　　　 = z′1h
′z′2

−1
z′2z

′′
2

　　　　 = hz2 　 (h = z′1h
′z′2

−1
, z2 = z′2z

′′
2 )

となり，その成立が保証される．また，Em+1(ii), (iii)についても，同様に，節点 (3.5.1)

に対する Em の成立性より，直接的に保証される．

(B) 節点 (3.5.1)が跳越し被適用節点の場合

まず，次の推移を考える．

(p, α1

∣∣ α2)
w/z1===⇒

T1

(m+1) (r, ε
∣∣ α2)

(p̄, β)
w/z2====⇒

T2
|(r̄k, ∂).

ここで，改めて，節点 (3.5.1)を式 (3.4.2)で置き直し，上記推移を次のように分割する．

(p,A
∣∣ α′′)

x/u
===⇒

T1

(m′) (q, ε
∣∣ α′′) (3.5.2)
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(q, α′′1
∣∣ α2)

x′/u′
===⇒

T1

(m′′) (r, ε
∣∣ α2) (3.5.3)

(p̄, β)
x/v

===⇒
T2

(q̄j , γ)
x′/v′

===⇒
T2

(r̄k, ∂)

　但し，w = xx′, α1 = Aα′′1 , α′′ = α′′1α2

　　　　m′ + m′′ = m + 1, z1 = uu′, z2 = vv′.

はじめに，前半の推移 (3.5.2)に対して，Em′ (1 ≤ m′ ≤ m + 1)の成立性について考え

る．ここで，節点 (3.4.2)は，式 (3.4.3)～(3.4.10) の状況により，跳越しの前提条件が満

足されているものとする．このとき，対応節点 (3.4.3)は分岐被適用節点であるため，前

述の (A)の事情により，E1,E2, . . . ,Em+1 が成立する．従って，

(p,A
∣∣ ω′′)

x/u
===⇒

T1

(m′) (q, ε
∣∣ ω′′)

(p̄, β′)
x/v

===⇒
T2

(q̄j , γ
′) ,　　 (1 ≤ m′ ≤ m + 1)

なる推移について，次の (i)′, (ii)′, (iii)′ が成り立つ．

(i)′ このような任意の x ∈ Σ∗, u, v ∈ ∆∗, q ∈ Q1, (q̄j , γ
′) ∈ Q2 × Γ ∗2 に対して，ある

t′ ∈ ∆±∗ が一意に存在し，ut′ = h′v が成立する．

(ii)′ ある x0 ∈ Σ∗, u0, v0 ∈ ∆∗ に対して，次のような推移路が，T (T1 : T2) 中に存在

する．

< (p,A
∣∣ ω′′) ≡ h′(p̄, β′) >

u0\x0/v0=======⇒
T (T1:T2)

|

　　　　　　　　　 < (q, ε
∣∣ ω′′) ≡ t′(q̄j , γ

′
0) >

　但し，(q, ω′′) ≡ t′(q̄j , γ
′
0)は非中断節点.

(iii)′ 更に，上記状況において，次が成立する．

RW-Pop
[
(p̄, β′)

x0/u0===⇒
T2

(q̄j , γ
′
0)

]

　　　　　 = RW-Pop
[
(p̄, β′)

x/u
===⇒

T2
(q̄j , γ

′)
]

且つ，(q̄j , γ
′
0)
H∼= (q̄j , γ

′)
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　但し，H =
∣∣∣∣(p̄, β′) x0===⇒

M2
(q̄j , γ

′
0)

∣∣∣∣

　　　　　　　　　
(

=
∣∣∣∣(p̄, β′) x===⇒

M2
(q̄j , γ

′)
∣∣∣∣
)

.

ここで，(ii)′ の推移路の存在により，節点 (3.4.2)に対して，式 (3.4.11)～(3.4.13)の状況

に基づく推移路 (3.4.15)のような跳越しが適用されている．従って，

n ≥
∣∣∣∣RW-Seg

[
(p̄, β′)

x0/v0===⇒
T2

(q̄j , γ
′
0)

]∣∣∣∣

　　　　　 =
∣∣∣∣RW-Seg

[
(p̄, β′)

x/v
===⇒

T2
(q̄j , γ

′)
]∣∣∣∣

なる nについて，
n'同値関係式 (3.4.4), (3.4.6), (3.4.8) の成立も保証される．ここで，副

次対応節点 (3.4.5)，(3.4.7) も分岐被適用節点であり，E1,E2, . . . ,Em+1 の成立性を加

味すれば，上記 x, x0 ∈ Σ∗ に対して，ある s, s′ ∈ ∆±∗ が存在し，

us = gv, us′ = g′v, u0s = gv0, u0s
′ = g′v0

とできる．つまり，補題 3.4.2 の式 (3.4.15)～(3.4.17)の状況が成立することになり，同補

題より ut = hvが成立し，従って，Em′(i)の成立性が保証される．次に，推移路 (3.4.15)

の跳越しに対する後続節点 (3.4.14)について，一般性を失うことなく，非中断節点である

と考えることができ，従って，Em′(ii)の成立性が保証される．なぜならば，この節点が

中断節点である場合を考えると，着目節点 (3.4.2)に，その中断を可能とする次のような

跳越しが適用されている．

< (p,Aα′′) ≡ h(p̄, β) >
u00\x00/v00−−−−−−−→

T (T1:T2)

　　　　　　　　　　　 < (q, α′′) ≡ t(q̄j , γ00) >

　但し，(q, α′′) ≡ t(q̄j , γ
′
00)は非中断節点.

このとき，この跳越しの基になる，対応節点 (3.4.3) からの x00 ∈ Σ∗ による推移路が

T (T1 : T2)中に存在する．従って，この場合，論理展開の起点として，この推移路を前記

(ii)′ に使用することを考えれば，改めて，一般性を失うことなく，後続節点 (3.4.14)を非

中断節点として扱えることが分かる．更に，式 (3.4.4)，および，前記 (iii)′ の成立性によ
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り，Em′(iii)の成立も明らか．以上のように Em′ (1 ≤ m′ ≤ m + 1)の成立が保証され，

従って，m′ = m + 1の場合については，全体として，Em+1 の成立が保証される．

　一方，推移 (3.5.2) において，m′ < m + 1 である場合には，更に後半の推移 (3.5.3)

について考える必要がある．まず，推移 (3.5.2)中の x ∈ Σ∗ による推移先の計算状況を

等価式の両辺とする節点 (q, α′′) ≡ t(q̄j , γ)が，T (T1 : T2)中に存在する場合には，前述

の (A) とほぼ同様の論理展開により容易に証明できる．しかし，一般には，この節点が

T (T1 : T2)中に存在するとは限らない．そこで，前記の推移路 (3.4.15)の跳越しに対する

非中断後続節点 (q, α′′) ≡ t(q̄j , γ0)を考える．つまり，この節点には，仮定より，Em の

成立が保証されており，従って，後半の推移 (3.5.3)を，この非中断後続節点に対して同

様に考えることにより，この場合も，全体として，Em+1 の成立を保証できる．2
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3.6 定理

以上を総合して，次の定理を得る．

定理 3.6.1 ある決定性プッシュダウン変換器対が，前記の条件１，２ (3.3 前提と基本命

題, p.17)を満足する場合，その等価性判定は可解である．
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第 4章

ＤＰＤＴの等価性判定問題における

多項式時間アルゴリズム

4.1 概説

直接的分岐アルゴリズムを用いた等価性判定に関して，前章で紹介したような可解性を

保証する十分条件の緩和に関する検討に並行して，その最大時間計算量の改善についても

検討が行われている．特に効率改善において，多項式時間内で判定可能か否かを見極め

ることは非常に重要である．直接的分岐アルゴリズムの手法を用いることにより，dpda

については，状態が単一という制限を持つ単純決定性プッシュダウンオートマトン同士，

あるいは，スタック記号が単一という制限を持つ決定性限定ワンカウンターオートマト

ン同士について，その等価性判定を多項式時間で解決するアルゴリズムが得られている

（ [WT89], [WT91], [HTW95]）．

しかしながら，dpdtについては，直接的分岐アルゴリズムの手法を用いた等価性判定

において，多項式時間で解決できる対象の範囲は未だ示されていなかった．前章で紹介し

たアルゴリズムについても，他の多くの方式と比較すれば簡単な方式と言えるが，アルゴ

リズムの最大時間計算量としては指数関数的時間を要するものである．当然，dpdaとし

ての等価性判定が多項式時間で解決できなければ，それに出力を付与した dpdtの等価性

判定は多項式時間では解決できない．そこで，本章では，直接的分岐アルゴリズムの有

効性を示す，ひとつの典型的な結果として，既に文献 [HTW95]において多項式時間等価
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性判定の可解性が得られている実時間空スタック受理式決定性限定ワンカウンターオー

トマトンに対して，任意に出力機構を付与した実時間空スタック受理式決定性限定ワン

カウンター変換器の等価性判定について検討し，前章とほぼ同様のアルゴリズムのまま

で，その等価性判定が多項式時間で解決できるという結果を得た．アルゴリズム自体は文

献 [TomSei89], [SeiTW07a]のアルゴリズムを本対象 dpdtに特化して単純化したもので

あるが，ここでは，詳細な計算量解析とその証明を行っている．

ところで，受理記号列集合部分が本質的に正則を超えるような変換器に対して，その等

価性を多項式的に判定出来るとの結果は，これまでほとんど存在しなかったが，第１章で

も述べたように，最近の成果として，文献 [Ba07]が発表されている．この文献 [Ba07]に

おいては，出力を付与した単純決定性言語同士の等価性判定が多項式時間で可解であるこ

とが示されている．以降，本章では，この文献 [Ba07]についても補足説明を行う．なお，

本章の結果と文献 [Ba07]の結果は比較不能である．

本章の内容は，関連論文（４）（文献 [SeiTW08]）に準じている．
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4.2 定義と表記法

以下に本章で使用する定義と表記法を記す．

定義 4.2.1（文献 [HTW95], p.306, Definition 2.2 参照）

ある dpda M = (Q,Γ ,Σ , δ, q0, Z0, φ) について，Γ = {Z0}である場合，dpda M を決定

性限定ワンカウンターオートマトン（deterministic restricted one-counter automaton;

droca）と呼ぶ．同様に，ある dpdt T = (Q,Γ ,Σ ,∆, µ, q0, Z0, φ) について，Γ = {Z0}
である場合，dpdt T を決定性限定ワンカウンター変換器（deterministic restricted one-

counter transducer; droct）と呼ぶ．また，上記のように，droct T の出力機構を取り除

いた drocaがM となる場合，M を T の随伴 drocaと呼ぶ．

定義 4.2.2 dpdt T の計算状況 (p, α) ∈ Q × Γ ∗ に対して以下を定義する．なお，随伴

dpdaをM とする．

FIRSTlive(p, α) = {a ∈ FIRST(p, α)
∣∣

　　　　　　 (p, α)
a−−−→
M

(q, β), L(q, β) 6= φ,

　　　　　　 for some q ∈ Q, β ∈ Γ ∗}.
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4.3 前提と基本命題

等価性判定対象とする実時間空スタック受理式 droct 対を，T1 = (Q1,Γ1, Σ , ∆, µ1,

q01, Z01, φ), T2 = (Q2,Γ2, Σ , ∆, µ2, q02, Z02, φ) とし，各々から出力機構を取り除いた

droca（随伴 droca）をM1, M2 とする．ここで，文献 [HTW95]において，任意の droca

同士の包含性判定（等価性判定を含む）を多項式時間で解決するアルゴリズムを得てい

る．従って，以降，既に多項式時間内で “M1 ≡ M2” との判定を得ている状況を前提と

し，droct対 T1, T2 の出力部分に関する多項式時間内での等価性判定を考える．なお，以

下では，スタック記号 A ∈ Γ1 を頻繁に使用するが，T1 のスタック記号は１種類であり，

Z01 = Aであることに留意されたい．

ここで，まえがきで紹介した文献 [Ba07]で対象とする単純決定性言語と，本章で対象

とする drocaの受理する言語の比較を考える．例えば，{anbn
∣∣ n ≥ 1} ∪ {ancn

∣∣ n ≥ 1}
なる記号列集合を受理する dpdaを考えると，an による推移の後に状態の切り替えが必

要となる．従って，この記号列集合は，drocaの受理言語クラスには属するが，状態が単

一である，単純決定性プッシュダウンオートマトンの受理言語クラスには属さない．ま

た，逆に，{anbnc
∣∣ n ≥ 1}なる記号列集合を受理する dpdaを考えると，nが状態数よ

り大きい記号列を受理するためにスタック記号を２種類以上必要とする．従って，単純決

定性言語のクラスには属するが，スタック記号が単一である，drocaの受理言語のクラス

には属さない．以上のように，本章の結果と文献 [Ba07]の結果は比較不能である．

命題 4.3.1 T1 ≡ T2 であるとき，次の (i), (ii)が成立する．

(i) ある w ∈ Σ∗, w1, w2 ∈ ∆∗, p ∈ Q1, p̄ ∈ Q2, α ∈ Γ ∗1 , β ∈ Γ ∗2 に対して，

(q01, Z01)
w/w1===⇒

T1
(p, α) (4.3.1)

(q02, Z02)
w/w2===⇒

T2
(p̄, β) (4.3.2)

であり，更に，L(p, α) 6= φ且つ L(p̄, β) 6= φであるとき，w1h = w2 なる，ある h ∈ ∆±∗

が存在し，以下が成立する．

(p, α) ≡ h(p̄, β). (4.3.3)
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(ii) 更に，ある w′ ∈ Σ∗, w′1, w
′
2 ∈ ∆∗ に対して，

(q01, Z01)
w′/w′1===⇒

T1
(p, α)

(q02, Z02)
w′/w′2===⇒

T2
(p̄, β)

であるとき，w′1h
′ = w′2 なる，ある h′ ∈ ∆±∗ が存在し，且つ，h = h′ が成立する．

（証明） まず，(i) について考える．式 (4.3.3)が不成立ならば，その等価式の定義（定義

2.6）から，直ちに，T1 ≡/ T2 となる．従って，その対偶として，式 (4.3.3)の成立が保証

される．また，(ii) の成立は明らか．2

定義 4.3.1 T1, T2 に依存する各種定数を定義する．

τi = Max{|z| ∣∣ (p,A)
a/z−→(q, θ) ∈ µi}, (i = 1, 2)

τ = Max(τ1, τ2)

ρi = Max{|θ|
∣∣ (p,A)

a/z−→(q, θ) ∈ µi}, (i = 1, 2)

ρ = Max(ρ1, ρ2).

また，L(p,A) 6= φなる，ある (p,A) ∈ Q1 × Γ1 に対して，以下の定数 k1(p,A)を定義

する．

k1(p,A) = Max{

Min{|w|
∣∣ (p,A) w===⇒

M1
(q, ε), w ∈ Σ∗}

∣∣ q ∈ Q1}.

更に，droca M1 に依存する，定数 k1 を定義する．

k1 = Max{k1(p,A)
∣∣

　　　　　　　　 L(p,A) 6= φ, p ∈ Q1, A ∈ Γ1}.

なお，τ = 0あるいは ρ < 2である場合は，その多項式時間等価性判定の可解性は自明で

ある．従って，以下では，τ > 0且つ ρ ≥ 2を前提とする．
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命題 4.3.2 T1, T2 の随伴 drocaについて，M1 ≡ M2 であるとき，ある w ∈ Σ∗, p ∈ Q1,

p̄ ∈ Q2, ω1 ∈ Γ+
1 , ω2 ∈ Γ+

2 に対して，

(q01, Z01)
w===⇒
M1

(p, ω1), (q02, Z02)
w===⇒
M2

(p̄, ω2)

であり，且つ，L(p, ω1) 6= φ, L(p̄, ω2) 6= φであるとする．ここで，次の (i), (ii)が成立

する．

(i) k1|ω1| ≥ |ω2|.
(ii) ある x ∈ Σ∗, A ∈ Γ1, q ∈ Q1 について，

(p,A
∣∣ α′′) x===⇒

M1
(q, ε

∣∣ α′′), α′′ ∈ Γ ∗1

であるとき，|ω2| ≤ |β|である任意の β = ω2β
′′ ∈ Γ+

2 について，以下が成立する．

(p̄, ω2

∣∣ β′′) x===⇒
M2

(q̄, γ
∣∣ β′′)

for some q̄ ∈ Q2, γ ∈ Γ ∗2 .

（証明） (i)については，M1 に依存する定数 k1 の定義と，droca M2 が実時間であるこ

とから，容易に証明できる（文献 [Tom82], p.197, Lemma 3.1参照）．

(ii)については，もし，ある y ∈ L(p̄, ω2)について，

(p,A)
y

===⇒
M1

(r, η), for some η ∈ Γ+

である場合，明らかに (p, ω1) ≡/ (p̄, ω2)であり，M1 ≡ M2 の前提に反し，従って，題意

を得る．2

この命題 4.3.2 (ii)は，dpdaの等価性判定を可解とする基本命題（文献 [Tom82], p.195,

Proposition 3.2）の成立に相当し，従って，文献 [TomSei89]の結果より，dpdt対 T1, T2

の等価性判定の可解性が保証される．図 4.1参照．
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図 4.1 命題 4.3.2 (ii)の参考図
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補題 4.3.1 T1 ≡ T2 であるとき，ある x0, x ∈ Σ+, u0, u, v0, v ∈ ∆∗, p ∈ Q1, p̄ ∈ Q2,

α, α′ ∈ Γ+
1 , β, β′ ∈ Γ+

2 に対して，

(q01, Z01)
x0/u0===⇒

T1
(p, α)

x/u
===⇒

T1
(p, α′) (4.3.4)

(q02, Z02)
x0/v0===⇒

T2
(p̄, β)

x/v
===⇒

T2
(p̄, β′)

であるとする．ここで，以下の (i), (ii)が成立する．

　 (i) |α| ≤ |α′| ならば |β| ≤ |β′|．
　 (ii) |α| > |α′| ならば |β| > |β′|．
（証明） まず，(i) の証明のため，|α| ≤ |α′| である場合を考える．ここで，背理法の仮
定として，|β| > |β′| であるものとする．このとき，T1 の計算状況 (p, α) からは任意の

非負整数 nに対する xn による推移が可能であり，その間，受理計算状況（空スタック）

に至ることはない．一方，T2 の計算状況 (p̄, β)については，|β| > |β′|なる仮定により，
(m)xn ∈ L(p̄, β)であるような，ある非負整数m, nが必ず存在することになる．従って，

補題の前提である T1 ≡ T2 に矛盾し，題意を得る．また，(ii)については，上記証明の対

称として，|β| ≤ |β′|である場合の |α| ≤ |α′|が成立性が保証され，その対偶として題意
を得る．2

定義 4.3.2 上記補題 4.3.1 の推移対 (4.3.4) において，ある h ∈ ∆±∗ が存在して，

u0h = v0 であるとする．ここで，|α| ≤ |α′| 且つ |β| ≤ |β′|であり，

(p, α)
x/u

===⇒
T1

(p, α′′α), (p̄, β)
x/v

===⇒
T2

(p̄, β′′β)

ただし，α′ = α′′α, α′′ ∈ Γ ∗1 , β′ = β′′β, β′′ ∈ Γ ∗2

更に，ある h′ ∈ ∆±∗が存在して uh′ = hv

であるとする．このような推移対を droct-SE推移対と呼ぶ．そして，この推移対の途中

に，他の droct-SE推移対を一切含まない場合，これを “極小 droct-SE推移対” S と呼

び，次のように表記する．

S = ((p, p̄, α, β), h, (x, u, v), (α′′, β′′), h′).

更に，T1, T2 に依存する全ての極小 droct-SE推移対の集合を S(T1 : T2)と表記する．
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命題 4.3.3 T1 ≡ T2 であるとき，ある極小 droct-SE推移対 S ∈ S(T1 : T2)を

S = ((p, p̄, α, β), h, (x, u, v), (α′′, β′′), h′)

for some x ∈ Σ∗, u, v ∈ ∆∗, p ∈ Q1, p̄ ∈ Q2,

　　　　　α, α′′ ∈ Γ ∗1 , β, β′′ ∈ Γ ∗2 , h, h′ ∈ ∆±∗

とする．ここで，以下の (i)～(iii)が成立する．

(i) ある h′′ ∈ ∆±∗ が存在して，以下が成立する．

　 (a) h′, h ∈ ∆∗ ならば，h = h′h′′

　 (b) h′, h ∈ ∆−∗ ならば，h−1 = h′−1h′′.

(ii) ある r ∈ Q1, γ ∈ Γ+
1 に対して，上記の極小 droct-SE推移対における T1側の推移が，

(p, α)
x′/u′

===⇒
T1

(r, γ)
x′′/u′′
===⇒

T1
(p, α′)

ただし，α′ = α′′α, x = x′x′′, u = u′u′′

のように分割できるとき，D = ρ|Q1||Q2|として，以下が成立する．
∣∣ |α| − |γ| ∣∣ ≤ D (従って，|α′′| ≤ D).

更に，対称的に T2 側でも同様の性質が成立つ．

(iii) U = 2τρ|Q1|2|Q2|2 として，

|u| ≤ U 且つ |v| ≤ U .

（証明） (i)については，極小 droct-SE推移対 S の始点から，x ∈ Σ∗ による無限の繰り

返し推移が可能であることより，容易に証明できる（第３章の命題 3.3.3参照）．

次に，(ii)を証明する．まず，背理法の仮定として，|γ| − |α| > D = ρ|Q1||Q2|である
場合を考える．このとき，|α1| ≤ |α2|であるような，ある α1, α2 ∈ Γ+

1 ，および，ある

q ∈ Q1, q̄ ∈ Q2 について，

(p, α)
x1/u1===⇒

T1
(q, α1)

x2/u2===⇒
T1

(q, α2)
x3/u3===⇒

T1
(r, γ)

(p̄, β)
x1/v1===⇒

T2
(q̄, β1)

x2/v2===⇒
T2

(q̄, β2)

ただし，x′ = x1x2x3, u′ = u1u2u3
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for some x1, x2, x3 ∈ Σ∗, β1, β2 ∈ Γ+
2 ,

　　　　　　 u1, u2, u3, v1, v2 ∈ ∆∗

のような推移が存在する．更に，補題 4.3.1 (i) の成立により，|β1| ≤ |β2|が保証される．
従って，上記 x2 ∈ Σ∗ に対応する推移は droct-SE推移対となり，S が極小 droct-SE推

移対であることに矛盾する．次に，背理法の仮定として，|α| − |γ| > D である場合を考
える．このとき，(ii)の後半の推移，(r, γ)

x′′/u′′
===⇒

T1
(p, α′) を考えた場合，|α′| − |γ| > Dと

なる．従って，上記と同様の事情により，この推移の途中に droct-SE推移対が含まれる

ことになり矛盾する．更に，T1, T2 の対称性を考えれば，T1, T2 を逆にしても明らかに同

様の事情が成立する．従って，(ii)の題意を得る．

最後に，(iii)の成立性を証明する．まず．上記 (ii)の成立より，極小の droct-SE推移

対の途中のスタックの上下変動の上限が D 以下であることが保証され，従って，この推
移途中に出現する T1 側の計算状況の種類は，スタック記号が単一であるためスタック記

号列の違いは高さの違いだけであることを考慮すれば，たかだか |Q1| × (2×D)以下とな

る．ここで，命題中の極小 droct-SE推移対 S において，ある非負定数 mについて，そ

の T1 側の推移を，

(p, α)
x/u

===⇒
T1

(m) (p, α′), α′ = α′′α

とする．ここで，背理法の仮定として，

m > |Q1| × (2×D)× |Q2|

であるとする．このとき，ある p′ ∈ Q1, p̄′ ∈ Q2, η ∈ Γ+
1 について，この極小 droct-SE

推移対 S を以下のように分割できる．

(p, α)
y1/w1===⇒

T1
(p′, η)

y2/w2===⇒
T1

(p′, η)
y3/w3===⇒

T1
(p, α′)

(p̄, β)
y1/z1===⇒

T2
(p̄′, ∂1)

y2/z2===⇒
T2

(p̄′, ∂2).

ただし，x = y1y2y3, u = w1w2w3

for some y1, y2, y3 ∈ Σ∗, ∂1, ∂2 ∈ Γ+
2 ,

　　　　　　 w1, w2, w3, z1, z2 ∈ ∆∗.
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ここで，補題 4.3.1 (i) の成立により，|∂1| ≤ |∂2|となり，S が極小であるという前提に

矛盾する．これより，

m ≤ |Q1| × (2×D)× |Q2|

が保証される．従って，極小の droct-SE 推移対における T1 側の出力長について，以下

が得られる．

|u| ≤ τ × |Q1| × (2×D)× |Q2|

= τ × |Q1| × (2× ρ|Q1||Q2|)× |Q2|

= 2τρ|Q1|2|Q2|2 = U .

更に，T1, T2 を逆にした対称的な論理展開により，|v| ≤ U の成立も保証され，(iii)の題

意を得る．2

本命題 4.3.3の定数 D, U が多項式オーダであることにより，本章において，T1, T2 の

等価性判定を多項式時間内で可解とする基本が確立された．図 4.2参照．詳細な計算量評

価は５章に示す．
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(prefix)

図 4.2 droct-SE推移対の性質
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4.4 等価性判定アルゴリズム

本アルゴリズムは，文献 [TomSei89]と第３章（ [SeiTW07a]）のアルゴリズムを本章

の対象 dpdtに特化したものである．具体的には，droct対 T1, T2 の初期計算状況に対す

る等価式 (q01, Z01) ≡ (q02, Z02)を唯一の節点（根）とする判定木から，後述の “分岐”，

“跳越し” の操作により逐次その子節点を導入することにより判定木の展開を行なう．な

お，T1, T2 が実時間であるため，第３章で紹介した “中断” 操作は不要となる．ここで，

判定木中の節点は，unchecked，checked，skipping，s-checkedの４つの状態（status）

をとる．そして，unchecked状態，あるいは，skipping状態の節点が存在する間は，その

中でサイズの最も小さいものに順次着目する．節点のサイズとは，節点 (p, α) ≡ h(p̄, β)

の場合，(Max{|α|, |β|}, Min{|α|, |β|})なる数値対で定義し，その大小関係は，まず１つ
め（左側）の数値の大小関係とし，これが等しい場合は，２つめ（右側）の数値の大小関

係で決定するものとする．

さて，推移 (4.3.1), (4.3.2) に対応して，節点 (4.3.3) が判定木中に導入され，その成

立性が着目されたとする．ここで，α = β = ε である場合，T1 ≡ T2 であるためには，

h = εでなければならない．このチェックを “終端チェック”と呼ぶ．また，判定木中に

(p, α) ≡ h′(p̄, β) なる節点が既に存在している場合，T1 ≡ T2 であるためには，h = h′

でなければならない．このチェックを出力の “一意性チェック”と呼ぶ．このいずれかの

チェックが不成立である場合，直ちに “T1 ≡/ T2”と判定を下し，全手続きを終了する．着

目節点 (4.3.3)が，この両チェックの対象外である場合に，後述する “分岐”，“跳越し”操

作の適用を検討する．

なお，式 (4.3.3)のような節点を判定木中に導入する時点で，まずは L(p, α), L(p̄, β)が

φであるか否かのチェックを行い，両者共に φである場合はその節点を判定木に導入しな

い．また，M1 ≡ M2 の前提から，どちらか一方だけが φである場合はない．このチェッ

クを “Livenessチェック” と呼ぶが，文献 [HTW95] においてその多項式時間での判定

可解性を得ている．従って，本章ではその方法についての記述は省略する．

以上の手順において，途中で “T1 ≡/ T2” と判定されることなく，unchecked 節点も

skipping 節点も存在しなくなった場合，“T1 ≡ T2”との判定を下す．
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4.4.1 分岐

補題 4.4.1 droct T1, T2 のある計算状況対 (p, α) ∈ Q1 × Γ+
1 , (p̄, β) ∈ Q2 × Γ+

2 に対し

て，等価式 (4.3.3)が成立することと，次の (i), (ii)が成立することは同値である．

(i)全ての ai ∈ FIRSTlive(p, α) = FIRSTlive(p̄, β) = {a1, a2, ..., al} ⊆ Σ における推移，

(p, α)
ai/ui−−−→

T1

(pi, αi)　且つ　 (p̄, β)
ai/vi−−−→

T2

(p̄i, βi)

に対して，ある適当な hi ∈ ∆±∗ が存在して，uihi = hvi が成立する．

(ii) 上記 (i)の各々の場合に対して，以下が成立する．

(pi, αi) ≡ hi(p̄i, βi), 1 ≤ i ≤ l. (4.4.1)

（証明） (i)，あるいは，(ii) の式 (4.4.1) が成立しなければ，明らかに式 (4.3.3) も成立

しない．また，(p, α) ≡/ h(p̄, β)であるとき，(i), (ii)の両者が共に成立することはない．

従って，題意を得る．2

上記補題 4.4.1(i)の成立性チェックを，“分岐出力チェック”と呼び，チェック成功であ

るとき，全ての iに対する等価式 (4.4.1)を節点 (4.3.3)の子節点として加え，着目節点の

状態を checkedにする．このとき，各々の枝のラベルを “ui\ai/vi”とする．この操作を

分岐と呼ぶ．なお，分岐出力チェックが不成功のとき，“T1 ≡/ T2”と判定を下し，全手続

きを終了する．

4.4.2 跳越し

上記分岐操作のみでは，判定木が無限に展開して終端しない場合がある．そこで，文

献 [TomSei89]や第３章（ [SeiTW07a]）と同様に跳越しを導入する．なお，以降，現時

点までに展開された判定木を T (T1 : T2)で表すこととする．以下の記述においては，第

３章の定義 3.4.1を理解しているものとして，そのまま使用する．また，第３章の跳越し

との違いは，以下の定義 4.4.1の跳越しの前提条件がより単純になったことと，4.4.2にお

いて，参照節点という概念を導入したことである．各々，第３章の定義 3.4.2, 3.4.3と比

較参照されたい．
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定義 4.4.1（跳越しの前提条件）着目節点 (4.3.3) において，(p, α) が非減少モードであ

り，更に，T (T1 : T2)中の既に分岐の適用されている，

(p, ω11) ≡ h′(p̄, ω12) (4.4.2)

for some ω11 ∈ Γ+
1 , ω12 ∈ Γ+

2 , h′ ∈ ∆±∗

なる節点が存在し，且つ，

|β| ≥ |ω12| (4.4.3)

であるとする．このとき，以下の (a)あるいは (b)が成立する場合，着目節点 (4.3.3)は

跳越し前提条件を満足していると言う．

(a) h = h′.

(b) T (T1 : T2)中に，

(p, ω21) ≡ g(p̄, ω22) (4.4.4)

(p, ω31) ≡ g′(p̄, ω32) (4.4.5)

for some ω21, ω31 ∈ Γ+
1 , ω22, ω32 ∈ Γ+

2 ,

　　　　　　　　　　　　　　　　 g, g′ ∈ ∆±∗

なる分岐被適用節点が存在し，ある h′′ ∈ ∆±∗ に対し，次が成立する．

h, h′, g, g′ ∈ ∆∗, (4.4.6)

h = h′h′′,　 g = g′h′′,

あるいは，

h, h′, g, g′ ∈ ∆−∗, (4.4.7)

h−1 = h′−1
h′′,　 g−1 = g′−1

h′′.

ここで，節点 (4.4.2) をこの跳越しの “対応節点”，更に，節点 (4.4.4), (4.4.5) を

“副次対応節点”と呼ぶ．なお，節点 (4.4.2)と節点 (4.4.4)は同一でも良い．
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定義 4.4.2（跳越し適用の可否）対応節点 (4.4.2)，副次対応節点 (4.4.4), (4.4.5)の内で

右辺のスタックの高さの最も低い節点をこの跳越しの “参照節点”と呼び，改めて，

(p, ω01) ≡ h0(p̄, ω02) (4.4.8)

とする．従って，(ω01 = ω11, ω02 = ω12, h0 = h′)，あるいは，(ω01 = ω21, ω02 = ω22,

h0 = g)，あるいは，(ω01 = ω31, ω02 = ω32, h0 = g′)となる．ここで，着目節点 (4.3.3)

が，前定義の跳越しの前提条件を満足しており，更に，ある x0 ∈ Σ∗, u0, v0 ∈ ∆∗, q ∈
Q1, (q̄, γ02) ∈ Q2 × Γ ∗2 , t0 ∈ ∆±∗ に対して，参照節点 (4.4.8)から，次の推移路が存在

するものとする．

< (p,A
∣∣ ω′′01) ≡ h0(p̄, ω02) >

u0\x0/v0=======⇒
T (T1:T2)

(4.4.9)

　　　　　　　　　 < (q, ε
∣∣ ω′′01) ≡ t0(q̄, γ02) >

ただし，ω01 = Aω′′01, A ∈ Γ1, ω′′01 ∈ Γ ∗1 .

このとき，式 (4.4.3)の成立，および，参照節点の定義から，上記推移 (4.4.9)に対応した，

着目節点 (4.3.3)の両辺の計算状況を起点とする次の推移が可能となる．

(p,Aα′′)
x0/u0===⇒

T1
(q, α′′) (4.4.10)

(p̄, ω02β
′′)

x0/v0===⇒
T2

(q̄, γ02β
′′)

ただし，α = Aα′′, A ∈ Γ1, α′′ ∈ Γ ∗1 ,

　　　β = ω02β
′′, β′′ ∈ Γ ∗2 .

さて，ここで，ある t ∈ ∆±∗ が存在し，

u0t = hv0 (4.4.11)

が成立する場合，着目節点 (4.3.3)に対する跳越しが適用可能であると言う．2

着目節点 (4.3.3) が，定義 4.4.1 における跳越しの前提条件を満足しており，更に，定

義 4.4.2の跳越し適用が可能である場合，着目節点に対して跳越しを適用し，その子節点

（これを “後続節点”と呼ぶ）として，

(q, α′′) ≡ t(q̄, γ02β
′′) (4.4.12)
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を T (T1 : T2) に取り入れ，そこへ至る枝のラベルを “u0\x0/v0” とする．同様に，この

時点の T (T1 : T2)において可能な限りの後続節点の追加を行い，それ以上の追加ができ

なくなった時点で着目節点の状態を s-checkedとする．そして，以後 T (T1 : T2)が変化

するたびに，全ての s-checked節点の状態を skipping として跳越し適用の可能性を常に

監視し，必要に応じてその後続節点の追加を行う．なお，式 (4.4.11)が成立しない場合に

は，直ちに “T1 ≡/ T2”と判定を下し，全手続きを終了する．

以下に，この跳越しの正当性を保証する補題 4.4.2を示す．本アルゴリズムにおける跳

越しの正当性の考え方は，基本的に，文献 [TomSei89]，および，第３章と同様の考え方を

基礎としており，つまり，左辺の先頭スタックがポップアップするような推移について，

対応節点，副次対応節点以下の分岐出力チェックで，跳越し被適用節点以下の分岐出力

チェックを代替できることを保証するものである．これの保証が補題 4.4.2であるが，そ

の証明については，命題 4.3.2の成立により，文献 [TomSei89], p.47, Lemma 4.2.，およ

び，第３章の補題 3.4.2と全く同様となる．

補題 4.4.2（定義 4.2(b)の跳越しに対する正当性：第３章の補題 3.4.2と比較参照された

い）着目節点 (4.3.3) に対して，定義 4.4.1 における (b) の跳越し前提条件が成立し，式

(4.4.2)～(4.4.11) の状況によりその跳越しが適用され，

< (p,Aα′′) ≡ h(p̄, ω02β
′′) >

u0\x0/v0−−−−−−−→
T (T1:T2)

(4.4.13)

　　　　　　　　　　 < (q, α′′) ≡ t(q̄, γ02β
′′) >

であるとする．更に，対応節点 (4.4.2)，および，副次対応節点 (4.4.4), (4.4.5) の各

h′, g, g′ ∈ ∆±∗ に対して，各々ある t′, s, s′ ∈ ∆±∗ が存在して，

u0t
′ = h′v0, u0s = gv0, u0s

′ = g′v0 (4.4.14)

であったとする．このとき，

(p,A)
x/u

===⇒
T1

(q, ε), (p̄, ω02)
x/v

===⇒
T2

(q̄, γ02)

のような任意の x ∈ L(p,A), u, v ∈ ∆∗ に対して，

ut′ = h′v, us = gv, us′ = g′v (4.4.15)
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が成立するならば，以下が同時に成立する．

ut = hv.

（証明） 式 (4.4.3)，および，参照節点の定義から，着目節点，対応節点，副次対応節点

の右辺のスタックは ω02 が共通の接頭辞である．従って，この各節点両辺の計算状況

において，上記 x ∈ Σ∗ による推移に対する出力が完全に一致する．従って，以降，文

献 [TomSei89], p.47, Lemma 4.2，および，第３章の補題 3.4.2と同様に証明できる．2

4.4.3 基本例題

具体的な例題として，以下の droct対 T1, T2 を定義し，その推移図を図 4.3に，本アル

ゴリズムによる等価性判定の判定木を図 4.4に示す．

T1 = {Q1,Γ1,Σ ,∆, µ1, q01, A, φ},

T2 = {Q2,Γ2,Σ ,∆, µ2, q02, B, φ},

但し，Q1 = {q01, p, q}, Q2 = {q02, p̄, q̄},

Γ1 = {A}, Γ2 = {B}, Σ = {a, b, c}, ∆ = {a, b},

µ1 =





(q01, A)
a/ε
−−−→(p,A2)

(p,A)
a/ε
−−−→(p,A2)

(p,A)
b/a
−−−→(q, ε), (q, A)

c/ba
−−−→(q, ε)





,

µ2 =





(q02, B)
a/ab
−−−→(p̄, B)

(p̄, B)
a/ab
−−−→(p̄, B2)

(p̄, B)
b/a
−−−→(q̄, B), (q̄, B)

c/ε
−−−→(q̄, ε)





.

なお，各々の受理記号列／出力記号列の集合は以下の通りである．

TRANS(q01, A) = TRANS(q02, B)

　　　　　　　 = {anbcn/(ab)na
∣∣ n ≥ 1}.
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図 4.3 推移図
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(4.4.12)

(4.4.4)

(4.4.2)

(4.4.8)

(4.4.5)

(4.3.3)

図 4.4 判定木　 T (T1 : T2)
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4.5 正当性と終端性

の場合に分けて，本アルゴリズムが多項式時間内で終端することと，判定した結果が正

しいことを証明する．

4.5.1 T1 ≡ T2 が真である場合

最初に，T1 ≡ T2 が真であるとき，本アルゴリズムは “T1 ≡ T2”と判定を下し，多項式

時間内の有限の手数で終端することを示す．まず，本アルゴリズムの定義から，“T1 ≡/ T2”

という判定を下した場合，その判定は明らかに真である．この対偶より，T1 ≡ T2 が真で

ある場合，本アルゴリズムが有限終端した場合には，正しく “T1 ≡ T2”との判定を下す．

以降，T1 ≡ T2 が真である場合，本アルゴリズムは多項式時間の有限手数で終端すること

を証明する．

定義 4.5.1 任意の p ∈ Q1, p̄ ∈ Q2, α, α′′ ∈ Γ ∗1 , β, β′′ ∈ Γ ∗2 について，次の集合を定義

する．

U(p, p̄, α, β, α′′, β′′) = {S ∈ S(T1 : T2)
∣∣

　 S = ((p, p̄, α, β), h, (x, u, v), (α′′, β′′), h′),

　　　　　　 x ∈ Σ∗, u, v ∈ ∆∗, h, h′ ∈ ∆±∗}.

この集合を極小 droct-SE 推移対の “基本単位” と呼ぶ．更に，以下のような基本単位の

集合を定義する．

C(p, p̄, α′′, β′′) = {Uj = U(p, p̄, αj , βj , α
′′, β′′)

∣∣

　　　　　　　　　 Uj 6= φ, αj ∈ Γ ∗1 , βj ∈ Γ ∗2 }.

この集合を極小 droct-SE推移対の “カテゴリ”と呼ぶ．

また，ある基本単位 Uj = U(p, p̄, αj , βj , α′′, β′′) ( 6= φ) について，次の集合を定義

する．

H(Uj) = {(h, h′) ∈ ∆±∗ ×∆±∗ ∣∣
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　 S = ((p, p̄, αj , βj), h, (x, u, v), (α′′, β′′), h′),

　 S ∈ Uj for some x ∈ Σ+, u, v ∈ ∆∗}.

更に，ある極小 droct-SE推移対 Sji ∈ Uj を

Sji = ((p, p̄, αj , βj), hi, (xi, ui, vi), (α′′, β′′), h′i)

for some xi ∈ Σ∗, ui, vi ∈ ∆∗, hi, h
′
i ∈ ∆±∗

として，次のような分割を考える．

(p, αj)
x′i/u′i===⇒

T1
(r, η)

x′′i /u′′i===⇒
T1

(p, α′′αj)

(p̄, βj)
x′i/v′i===⇒

T2
(r̄, ∂)

x′′i /v′′i===⇒
T2

(p̄, β′′βj).

ただし，xi = x′ix
′′
i , ui = u′iu

′′
i , vi = v′iv

′′
i .

上記を満足する任意の x′i ∈ Σ∗ (for some u′i, v
′
i ∈ ∆∗, (r, η) ∈ Q1 × Γ+

1 , (r̄, ∂) ∈
Q2 × Γ+

2 ) に対する |αj | − |η|の最大値を ν1(Sji)，|βj | − |∂|の最大値を ν2(Sji)とする．

そして，Uj に属する異なる２つの極小 droct-SE推移対を Sj1, Sj2 として，次の規則に

より両者の順序が定まるものとする．

(1) ν1(Sj1) > ν1(Sj2)であれば，Sj1 が上位．

　　 ν1(Sj1) < ν1(Sj2)であれば，Sj2 が上位．

(2) ν1(Sj1) = ν1(Sj2)であるとき，

　　 ν2(Sj1) > ν2(Sj2)であれば，Sj1 が上位．

　　 ν2(Sj1) < ν2(Sj2)であれば，Sj2 が上位．

(3) ν1(Sj1) = ν1(Sj2)且つ ν2(Sj1) = ν2(Sj2)

　　ならば，入出力記号列の辞書順で順序を決定．

ここで，Uj に属する全ての極小 droct-SE推移対に対して上記順序付けを行った場合に，

最も上位に位置づけられる極小 droct-SE推移対を，

Sj0 = ((p, p̄, αj , βj), h0, (x0, u0, v0), (α′′, β′′), h′0)

for some x0 ∈ Σ∗, u0, v0 ∈ ∆∗, h0, h
′
0 ∈ ∆±∗
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とする．このときの (x0, u0, v0)を，基本単位 Uj の “代表入出力記号列組”と呼び，以下

のように表記する．

ν(Uj) = (x0, u0, v0).

補題 4.5.1 T1 ≡ T2 であるとき，ある極小 droct-SE 推移対 Sji ∈ S(T1 : T2) を，

Sji = ((pk, p̄k, αj , βj), hi, (xi, ui, vi), (αk, βk), h′i) (for some pk ∈ Q1, p̄k ∈ Q2,

αk ∈ Γ ∗1 , βk ∈ Γ ∗2 , αj ∈ Γ ∗1 , βj ∈ Γ ∗2 , hi, h′i ∈ ∆±∗, xi ∈ Σ+, ui, vi ∈ ∆∗)とする．こ

こで，Sji をその要素として含む基本単位を Uj (Sji ∈ Uj)，更に，Uj を要素として含む

カテゴリを Ck (Uj ∈ Ck)とする．このとき，以下の (i), (ii)が成立する．

(i) ある hj , h
′
j ∈ ∆±∗ が存在し，H(Uj) = {(hj , h

′
j)}となる．つまり，基本単位 Uj に対

して hj , h
′
j が一意に定まり，基本単位 Uj に属する全ての極小 droct-SE推移対 Sji につ

いて，いかに xi, ui, vi が異なろうとも，常に hi = hj , h
′
i = h′j となる．

(ii) あるカテゴリ Ck に関して，次の集合を定義する．

I(Ck) = {(x0, u0, v0) ∈ Σ+ ×∆∗ ×∆∗ ∣∣

　　　　　　　　ν(Uj) = (x0, u0, v0), Uj ∈ Ck}.

このとき，I(Ck)は有限集合となり，以下が成立する．

|I(Ck)| ≤ D2

ただし，D は命題 4.3.3 (ii)の定数．

（証明） まず，(i)を証明する．ここで，基本単位 Uj に属する次のような２つの異なる極

小 droct-SE推移対 Sj1, Sj2 を考える．

Sj1 = ((pk, p̄k, αj , βj), h1, (x1, u1, v1), (αk, βk), h′1)

Sj2 = ((pk, p̄k, αj , βj), h2, (x2, u2, v2), (αk, βk), h′2)

for some x1, x2 ∈ Σ+, u1, u2, v1, v2 ∈ ∆∗,

　　　　　　　　　　　　 h1, h2, h
′
1, h

′
2 ∈ ∆±∗.

ここで，T1 ≡ T2 であるため，Sj1, Sj2 の各々の始点の等価式，(pk, αj) ≡ h1(p̄k, βj)と

(pk, αj) ≡ h2(p̄k, βj) が同時に成立する. 従って，命題 4.3.1 (ii) から h1 = h2 が成立す

る．同様に，終点の等価式を考えれば，h′1 = h′2 が成立する．従って，題意を得る．



第 4章 ＤＰＤＴの等価性判定問題における多項式時間アルゴリズム 72

次に，(ii)を証明する．|I(Ck)|はカテゴリ Ck に関する代表入出力記号列組の種類の数

に等しい．ここで，

Uj = U(pk, p̄k, αj , βj , αk, βk) ( 6= φ)

for some αj ∈ Γ ∗1 , βj ∈ Γ ∗2

のようなある Uj ∈ Ck について考える．ここで，定義 4.5.1における代表入出力記号列組

の定義を加味しつつ，命題 4.3.3 (ii)の成立を考慮すれば，|αj | > D, |βj | > D である場
合には，このような全ての Uj について代表入出力記号列組 ν(Uj)が同一となる．更に，

定義から代表入出力記号列組は各 Uj (6= φ) について一意であるため，|αj | ≤ D, 且つ，

|βj | ≤ D であるような Uj の種類数の上限 D2 が |I(Ck)|の上限となり，題意を得る．2
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droct-SE

図 4.5 基本単位 Uj の性質
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補題 4.5.2 T1 ≡ T2 であるとき，次の (i)～(iii)が成立する．

(i) T1, T2 に依存する，全ての極小 droct-SE推移対のカテゴリの集合を，

C(T1 : T2) = {Ck = C(pk, p̄k, αk, βk)
∣∣ Ck 6= φ,

　　　　 pk ∈ Q1, p̄k ∈ Q2, αk ∈ Γ ∗1 , βk ∈ Γ ∗2 }

とすると，これは有限集合となり，以下が成立する．

|C(T1 : T2)| ≤ |Q1||Q2|D2.

(ii) あるカテゴリを Ck ∈ C(T1 : T2) (Ck 6= φ) とする．ここで，補題 4.5.1 (i) により，

任意の Uj ∈ Ck についてある hj , h
′
j ∈ ∆±∗ が存在し，H(Uj) = {(hj , h

′
j)}とできる．そ

こで，カテゴリ Ck に関して，

H ′(Ck) = {h ∈ ∆±∗ ∣∣ H(Uj) = {(h, h′)},

　　　　　 (h ∈ ∆+ and h′ ∈ ∆−∗) or

　　　　　　　　　　 (h ∈ ∆−+ and h′ ∈ ∆∗),

　　　　　　　　 Uj ∈ Ck for some h′ ∈ ∆±∗}

とすると，これは有限集合となり，以下が成立する．

|H ′(Ck)| ≤ 2UD2.

ただし，U は命題 4.3.3 (iii)の定数．

(iii) 更に，命題 4.3.3 (i)により，上記 (ii)の hj , h
′
j について，ある h′′j ∈ ∆±∗ が存在し，

hj , h
′
j ∈ ∆∗ ならば hj = h′jh

′′
j，あるいは，hj , h

′
j ∈ ∆−∗ ならば h−1

j = h′−1
j h′′j とできる．

そこで，カテゴリ Ck に関して，

H ′′(Ck) = {h′′ ∈ ∆±∗ ∣∣ H(Uj) = {(h, h′)},

　　　　 (h, h′ ∈ ∆∗and h = h′h′′) or

　　　　　　 (h, h′ ∈ ∆−∗and h−1 = h′−1h′′),

　　　　　　　 Uj ∈ Ck for some h, h′ ∈ ∆±∗}
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とすると，これは有限集合となり，以下が成立する．

|H ′′(Ck)| ≤ 2(U2 + U)D2.

（証明） 最初に，(i)の成立を証明する．まず，命題 4.3.3 (ii)により，|αk| > D，あるい
は，|βk| > D であるときは Ck = φとなる．従って，|C(T1 : T2)|の上限は，|αk| ≤ D，
且つ，|βk| ≤ D であるような pk, p̄k, αk, βk の全ての組合せ数であり，

|Q1| × |Q2| × D ×D

として，(i)の題意を得る．

次に，(ii), (iii) を証明する．まず，ある代表入出力記号列組 (x0, u0, v0) ∈ I(Ck) を

固定して，これを ν(Uj)とする任意の基本単位 Uj を対象として考える．このような Uj

に対応する H ′(Ck), H ′′(Ck) の要素数を考えた場合，命題 4.3.3 (iii) による |u0| ≤ U ,

|v0| ≤ U を加味し，その上限が各々 2U , 2(U2 + U)であることを以降で示し，最終的に，

I(Ck)の全ての要素に関して同じ議論を繰り返した場合として，|I(Ck)|の上限 D2 をこ

れに乗じて題意を得るものとする．なお，補題 4.5.1 (i)の成立に基づき，対象とする基本

単位 Uj について，H(Uj) = {(hj , h
′
j)} (for some hj , h

′
j ∈ ∆±∗) であるものとする．

さて，まず，H ′(Ck) について考える．ここで対象とする要素数は，hj ∈ ∆+ 且つ

h′j ∈ ∆−∗，あるいは，hj ∈ ∆−+ 且つ h′j ∈ ∆∗ という条件における，hj の種類の数

に等しい．以下，その上限が 2U であることを示す．まず，上記 hj , h
′
j , u0, v0 において，

u0h
′
j = hjv0 であり，更に，命題 4.3.3 (iii) により，|u0| ≤ U , |v0| ≤ U である．従っ

て，||hj || ≤ U が成立する．また，droct-SE 推移対の性質から，任意の非負整数 m に

対して，xm
0 ∈ Σ+ による同推移の繰り返しが可能であるため，ある g ∈ ∆±∗ について

um
0 g = hjv

m
0 とできる．ここで，まず，hj ∈ ∆+ の場合を考える．このとき，h′j ∈ ∆−∗

より u0 ∈ ∆+(u0 6= ε)が成立し，更に，mが十分大きく |hj | < |um
0 |である場合を考える

と，ある非負整数 n′, n′′について，hj = un′
0

(n′′)u0とできる．従って，hj ∈ ∆+の場合の

hj の種類数の上限は，その文字列長の最大値 U に等しいことが分かる．一方，hj ∈ ∆−+

の場合も，同様の考察を対称的に行えば，ある非負整数 n′, n′′について，h−1
j = vn′

0
(n′′)v0

とでき，同様にその種類数の上限は U となる．従って，(ii)の題意を得る．

次に，H ′′(Ck) について考える．ここで対象とする要素数は，hj , h
′
j ∈ ∆∗ 且つ hj =

h′jh
′′
j，あるいは，hj , h

′
j ∈ ∆−∗ 且つ h−1

j = h′−1
j h′′j であるような各 Uj に対応する h′′j の
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種類の数に等しい．以下，その上限が 2(U2 + U)であることを示す．まず，hj , h
′
j ∈ ∆∗，

且つ，|u0| ≤ |v0|の場合を考える．このとき，|hj | ≤ |h′j |となり h′′j ∈ ∆−∗ である．従っ

て，u0h
′
j = u0hjh

′′−1
j = hjv0 であり，|h′′j−1| ≤ |v0|であることから，ある任意の非負整

数 m により，h′′−1
j = v

(m)
0 と表すことができる．従って，この場合の h′′j の種類数の上

限は |v0|の最大値 U に等しい．次に，hj , h
′
j ∈ ∆∗，且つ，|u0| > |v0|の場合を考える．

このとき，|hj | > |h′j |となり h′′j ∈ ∆∗ である．従って，u0h
′
j = hjv0 = h′jh

′′
j v0 となる．

ここで，droct-SE推移対の性質から，任意の非負整数 mに対して，xm
0 ∈ Σ+ による同

推移の繰り返しが可能であるため，従って，十分に大きなmについて，ある g ∈ ∆±∗ が

存在して，um
0 g = h′jh

′′
j vm

0 , |um
0 | > |h′jh′′j |とできる．更に，|h′′j | ≤ |u0|であることを加

味すれば，ある非負整数 0 ≤ n′ ≤ U , 0 ≤ n′′ ≤ U について，h′′j = u
(n′)
0

(n′′)u0 とでき，

従って，この場合の h′′j の種類数の上限は U2 となる．以上より，h, h′ ∈ ∆∗ である場合

の h′′ の種類数の上限は，U2 + U となる．同様の考察を対称的に行えば，h, h′ ∈ ∆−∗ で

ある場合の h′′ の種類数の上限も同じ値になる．従って，(iii)の題意を得る．2
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図 4.6 カテゴリ Ck の性質



第 4章 ＤＰＤＴの等価性判定問題における多項式時間アルゴリズム 78

補題 4.5.3 T1 ≡ T2 が真であるとき，T (T1 : T2)において，unchecked節点も skipping

節点も存在しない場合，次の (i)～(iii)が成立する．

(i) T (T1 : T2)中の任意の節点を (p, α) ≡ h(p̄, β)とする．ここで，ある定数

ϕ = 16τ2ρ7|Q1|10|Q2|10

について，|α| < ϕが成立する．

(ii) T (T1 : T2)中に含まれる葉でない節点の数は，次の定数 S ′ 未満である．

S ′ = k1|Q1||Q2|ϕ2.

(iii) T (T1 : T2)中に含まれる任意の節点に対する子節点の数は，次の定数 S ′′未満である．

S ′′ = |Σ |+ k1|Q1||Q2|ϕ.

（証明） 最初に，(i)について証明する．まず，補題 4.5.2 (i) で定義した，T1, T2 に依存

する全てのカテゴリ集合 C(T1 : T2) に対して，そのある要素を Ck ∈ C(T1 : T2)とする．

更に，このカテゴリ Ck に関して，補題 4.5.2 (ii), (iii)で定義した集合 H ′(Ck), H ′′(Ck)

を考慮し，以下の定数 ϕ′ を定める．

ϕ′ = D × |C(T1 : T2)| × (|H ′(Ck)|+ |H ′′(Ck)|).

ここで，この定数 ϕ′ を全ての Ck ∈ C(T1 : T2)に対する最大値と考え，その意味を考え

てみる．T1, T2 の推移対において，T1 側のスタックの上昇を考えた場合，命題 4.3.3 (ii)

より，D より大きい上昇があると，その推移途中に必ず，極小 droct-SE推移対が存在す

る．更に，D × |C(T1 : T2)|以上の上昇があると，その推移途中に必ず，同じカテゴリに
属する以下のようなある極小 droct-SE推移対の対，S1, S2 が存在する．

S1 = ((pk, p̄k, α1, β1), h1, (x1, u1, v1), (αk, βk), h′1)

S2 = ((pk, p̄k, α2, β2), h2, (x2, u2, v2), (αk, βk), h′2)

for some pk ∈ Q1, p̄k ∈ Q2, αk, α1, α2 ∈ Γ ∗1 ,

βk, β1, β2 ∈ Γ ∗2 , h1, h
′
1, h2, h

′
2 ∈ ∆±∗,

x1, x2 ∈ Σ+, u1, v1, u2, v2 ∈ ∆∗.
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ここで，補題 4.3.1により，一般性を失うことなく，次のようであるとする．

|α1| ≤ |αkα1| ≤ |α2| ≤ |αkα2|

|β1| ≤ |βkβ1| ≤ |β2| ≤ |βkβ2|.

更に，ϕ′ 以上の上昇があると，H ′(Ck), H ′′(Ck)の定義を考慮すれば，上記の S1, S2 の

関係に加えて，次の (A), (B), (C) のいずれかが成立することになる．

(A) (h1, h2 ∈ ∆+ and h′1, h
′
2 ∈ ∆−∗) or

　 (h1, h2 ∈ ∆−+ and h′1, h
′
2 ∈ ∆∗)であり，h1 = h2．

(B) h1, h2, h
′
1, h

′
2 ∈ ∆∗ であり，ある h′′ ∈ ∆±∗ が存在し，

　 h1 = h′1h
′′, h2 = h′2h

′′．

(C) h1, h2, h
′
1, h

′
2 ∈ ∆±∗ であり，ある h′′ ∈ ∆±∗ が存在し，

　 h1 = h′1h
′′, h2 = h′2h

′′．

ここで，ϕ′ の上限を考えると，命題 4.3.3，補題 4.5.2により，

ϕ′ = D × |C(T1 : T2)| × (|H ′(Ck)|+ |H ′′(Ck)|)

≤ D × |Q1||Q2|D2 × (2UD2 + 2(U2 + U)D2)

= 2D5|Q1||Q2|U(U + 2)

= 8τρ6|Q1|8|Q2|8((τρ|Q1|2|Q2|2) + 1)

< 8τρ6|Q1|8|Q2|8(τρ|Q1|2|Q2|2)× 2

= 16τ2ρ7|Q1|10|Q2|10 = ϕ

となる．さて，このとき，背理法の仮定として，T (T1 : T2)中のある節点 (p, α) ≡ h(p̄, β)

について，|α| > ϕ であったとする．ここで，T (T1 : T2) における展開操作において，

節点左辺の計算状況におけるスタックの増加は分岐操作のみで発生することと，上記の

ϕ′ に対する考察を加味すれば，初期節点からこの節点までに至る推移路に，上記の極小

droct-SE推移対 S1, S2 の各々 T1, T2 の始点と終点の計算状況同士を対にした次のよう

な節点，

(pk, α1) ≡ h1(p̄k, β1), (pk, αkα1) ≡ h′1(p̄k, βkβ1),

(pk, α2) ≡ h2(p̄k, β2), (pk, αkα2) ≡ h′2(p̄k, βkβ2)
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が全て分岐被適用節点として存在することになる．しかし，この場合，節点 (pk, αkα2) ≡
h′2(p̄k, βkβ2)は定義 4.4.1の跳越しの前提条件を満たしており，跳越しが適用されている

はずであり矛盾する．従って，任意の節点 (p, α) ≡ h(p̄, β)について，|α| ≤ ϕが成立し，

題意を得る．

次に，(ii)については，まず，上記 (i)の結果，および，スタック記号が単一であるため

スタック記号列の違いは高さの違いだけであることを考慮すれば，T (T1 : T2)中の葉で無

い節点数は，

|Q1| × ϕ× |Q2| × k1ϕ = k1|Q1||Q2|ϕ2

となり題意を得る．更に，(iii)については，まず，分岐による子節点の最大数は明らかに

|Σ |である．一方，跳越しによる後続節点については，左辺種類の上限が |Q1|，また，上
記 (i)と命題 4.3.2 (i)の成立により，右辺種類の上限が |Q2| × k1ϕ となることを加味す

れば，(iii)の題意を得る．2
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図 4.7 判定木中の節点左辺スタック高さの上限
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以上の通り，T1 ≡ T2 が真であるとき，T (T1 : T2) 中の節点の数は，|Q1|, |Q2|, |Σ |,
τ , ρ, k1 に関する多項式オーダの定数 S = S ′ × S ′′ 未満である．ここで，ひとつの節
点に対する分岐，跳越し操作が多項式時間内で完了することは容易に証明できる．ま

た，T (T1 : T2) の展開に応じた跳越し被適用節点に対する跳越し適用の見直し回数も，

節点数（多項式オーダ）以下である．更に，定義 4.3.1 における τ と ρ を求める手数は

O(|µ1|+ |µ2|)である．また，k1 の定義における (p,A)をポップアップする最短の w を

考えた場合，(p,A) w===⇒
M1

(q, ε) なる推移の途中には，同一の計算状況があらわれること

は無く，かつ，その途中の計算状況のスタックの高さは |Q1|以下である．この事情によ
り，k1 ≤ |Q1|2 であることが分かる．従って，T1 ≡ T2 が真であるとき，本アルゴリズム

全体が，|Q1|, |Q2|, |Σ |, |µ1|, |µ2|に関する多項式時間内で終端する．

4.5.2 T1 ≡/ T2 が真である場合

次に，T1 ≡/ T2 が真であるとき，本アルゴリズムは “T1 ≡/ T2”と判定を下し，多項式時

間内の有限の手数で終端することを示す．前節の証明から，T1 ≡/ T2 が真であるときも，

明らかに，本アルゴリズムは多項式時間内で終端する．従って，以降，T1 ≡/ T2 であると

き，本アルゴリズムが誤って “T1 ≡ T2”との判定を下すことのないことを示す．

補題 4.5.4 T1 ≡/ T2 が真であるとき，本アルゴリズムは “T1 ≡/ T2”と判定を下す．

（証明） 本補題の証明のため，その対偶として，本アルゴリズムが “T1 ≡/ T2”と判定を下

すことなく終端した場合，T1 ≡ T2 が真に成立することを証明する．そのためには，十分

拡張され展開を止めた時点の判定木を T (T1 : T2)としたとき，次の ClaimEm (i)が成立

することを証明すれば十分である．

ClaimEm T (T1 : T2)中の任意の節点を以下とする．

(p, α) ≡ h(p̄, β) (4.5.1)

for some p ∈ Q1, p̄ ∈ Q2,

　　　　　α ∈ Γ ∗1 , β ∈ Γ ∗2 , h ∈ ∆±∗

ここで，任意の分割 α = α1α2, α1 ∈ Γ+
1 に対して，

(p, α1

∣∣ α2)
x/u

===⇒
T1

(m) (r, ε
∣∣ α2) (4.5.2)
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(p̄, β)
x/v

===⇒
T2

(r̄, ∂)

for some x ∈ Σ∗, u, v ∈ ∆∗,

　　　　　 r ∈ Q1, (r̄, ∂) ∈ Q2 × Γ ∗2

且つ，L(r, α2) 6= φならば，次の (i), (ii)が成立する．

(i) ある t ∈ ∆±∗ が存在し，ut = hv が成立する．

(ii) ある x0 ∈ Σ∗, u0, v0 ∈ ∆∗ に対して，次のような推移路が T (T1 : T2)中に存在する．

< (p, α1

∣∣ α2) ≡ h(p̄, β) >
u0\x0/v0=====⇒
T (T1:T2)

　　　　　　　　　 < (r, ε
∣∣ α2) ≡ t(r̄, ∂) > .

ClaimEmの証明 本 ClaimEm は，第３章の補題 3.5.2の ClaimEm をより単純にした

ものである，従って，それと同様の流れで証明できる．以下，数学的帰納法を用いて証明

を行う．まず，m = 1の場合，節点 (4.5.1)が分岐被適用節点である場合，E1 の成立は

明らか．また，跳越し被適用節点である場合も，その参照節点からの分岐推移路に対応し

て，節点 (4.5.1)の後続節点の導入が直接検討されており，この場合も E1 の成立が保証

される．

次に，ある n(≥ 1)について E1,E2, . . . ,En が成立すると仮定した場合の En+1 の成立

性を考える．ここで，推移 (4.5.2)においてm = n+1とする．まず，節点 (4.5.1)が分岐

被適用節点の場合，x = ax′, a ∈ FIRSTlive(p, α)とすると，この aに対応する分岐の子

節点が必ず T (T1 : T2)中に存在する．そして，その節点には，仮定より E1,E2, . . . ,En

が成立する．従って，その親節点 (4.5.1)に対する En+1 の成立性が保証される．

さて，本証明のキーポイントとして，節点 (4.5.1)が跳越し被適用節点の場合を考える．

まず，推移 (4.5.2)を更に次のように分割する．

(p,A
∣∣ α′′)

x1/u1===⇒
T1

(n1) (q, ε
∣∣ α′′) (4.5.3)

(q, α′′1
∣∣ α2)

x2/u2===⇒
T1

(n2) (r, ε
∣∣ α2)

ただし，x = x1x2, u = u1u2,

n + 1 = n1 + n2 (1 ≤ n1 ≤ n + 1),
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α1 = Aα′′1 , α′′ = α′′1α2 for some α′′, α′′1 ∈ Γ ∗1

ここで，L(q, α′′) 6= φであるとし，更に，n1 = n + 1, n2 = 0である場合を考える．この

とき，α′′1 = ε，つまり，α1 = Aとなる．そして，T (T1 : T2)中に存在する，この跳越し

の参照節点を以下とする．

(p, ω01) ≡ h0(p̄, ω02)

for some ω01 ∈ Γ+
1 , ω02 ∈ Γ+

2 , h0 ∈ ∆±∗.

ここで，この参照節点には，帰納法の仮定により，E1,E2, . . . ,En が成立する．また，こ

の節点は分岐被適用節点であるため，前述した節点 (4.5.1)が分岐被適用節点である場合

の保証により En+1 も成立する．従って，x1 ∈ Σ∗ に対応する，

(p,A
∣∣ ω′′01)

x1/u1===⇒
T1

(n1) (q, ε
∣∣ ω′′01) (4.5.4)

(p̄, ω02)
x1/v1===⇒

T2
(q̄, γ02)

ただし，ω01 = Aω′′01, ω′′01 ∈ Γ ∗1

for some v1 ∈ ∆∗, q ∈ Q1, (q̄, γ02) ∈ Q2 × Γ ∗2

のような推移が可能で，且つ，L(q, ω′′01) 6= φならば，参照節点に対する En1 (i) の成立

により，ある t0 ∈ ∆±∗ が存在し，以下が成立する．

u1t0 = h0v1. (4.5.5)

更に，同参照節点に対する En1 (ii) の成立により，ある x10 ∈ Σ∗, u10, v10 ∈ ∆∗ につい

て，次のような推移路が存在する．

< (p,A
∣∣ ω′′01) ≡ h0(p̄, ω02) >

u10\x10/v10=======⇒
T (T1:T2)

　　　　　　　　　　 < (q, ε
∣∣ ω′′01) ≡ t0(q̄, γ02) >

ただし，u10t0 = h0v10. (4.5.6)

従って，着目節点には，この推移路を基にした跳越しの適用により，定義 4.4.2 式 (4.4.11)

の確認として，ある t ∈ ∆±∗ が存在して，

u10t = hv10 (4.5.7)
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の成立が確認されている．ここで適用される跳越しの前提条件については，定義 4.4.1 (b)

が成立しているものとする（定義 4.4.1 (a)はより単純な場合に過ぎない）．従って，節点

(4.4.2), (4.4.4), (4.4.5)のような対応節点，副次対応節点が存在する．なお，上記の参照

節点は，定義 4.4.2の定義の通り，節点 (4.4.2), (4.4.4), (4.4.5)の内で右辺のスタックの

最も低いものと同一である．つまり，|ω12| ≥ |ω02|, |ω22| ≥ |ω02|, |ω32| ≥ |ω02|であり，
従って，上記 x1, x10 ∈ Σ∗ による同様の推移が可能となる．更に，対応節点，副次対応

節点は分岐被適用節点であるため，E1,E2, . . . ,En+1 が成立し，以下が保証される．

u1s = gv1, u1s
′ = g′v1, (4.5.8)

u10s = gv10, u10s
′ = g′v10

for some s, s′ ∈ ∆±∗.

更に，定義 4.4.1の跳越しの前提条件における式 (4.4.3)の成立を加味すれば，|β| ≥ |ω02|
である．従って，推移 (4.5.3)のような任意の x1 ∈ Σ∗, u1 ∈ ∆∗, q ∈ Q1 に対応する，

(p̄, ω02β
′′)

x1/v1===⇒
T2

(q̄, γ02β
′′)

for some v1 ∈ ∆∗, q̄ ∈ Q2

なる推移が可能となる．ここで，補題 4.4.2成立の基本である，式 (4.5.5), (4.5.6), (4.5.7),

(4.5.8)の成立により，ある t ∈ ∆±∗ が一意に存在し，ut = hv が成立する（En+1 (i)の

成立）．更に，具体的な跳越し操作適用の結果として，T (T1 : T2)中に，次のような後続

節点を導入するための推移路，

< (p,Aα′′) ≡ h(p̄, ω02β
′′) >

u10\x10/v10−−−−−−−→
T (T1:T2)

　　　　　　　　　　　 < (q, α′′) ≡ t(q̄, γ02β
′′) >

ただし，β = ω02β
′′, β′′ ∈ Γ ∗2

が存在する（En+1 (ii)の成立）．以上により，n1 = n + 1の場合の節点 (4.4.4)に対する

En+1 が保証される．

ところで，推移 (4.5.4)において，L(q, ω′′01) = φであるとする．このとき，M1 ≡ M2

であることから L(q̄, γ02) = φ となる．従って，L(q̄, γ02β
′′) = φ となり，上記同様に
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M1 ≡ M2 であることから，対応する M1 側の計算状況においても L(q, α′′) = φ とな

る．これは，推移 (4.5.3) における前提に矛盾するため，推移 (4.5.4) においては，必ず

L(q, ω′′01) 6= φが成立するものとして考えればよい．

また，1 ≤ n1 < n + 1 である場合は，その後続節点が節点 (4.5.1) の子節点として

T (T1 : T2)中に存在し，仮定より E1,E2, . . . ,En が成立する．従って，節点 (4.5.1)につ

いて，それが分岐被適用節点である場合の考察と同様に En+1 が保証される．2
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4.6 定理

以上を総合して，次の定理を得る．

定理 4.6.1 任意の実時間空スタック受理式決定性限定ワンカウンター変換器同士の等価

性は，その状態集合，スタック記号集合，入力記号集合，推移規則集合の各要素数に対す

る多項式時間内で判定可能である．

なお，文献 [Ba07]では，文献 [WT91]と同様に定義 3.3.1の k1 に相当する定数を用い

た多項式時間で等価性判定が可能であるとしている．しかし，文献 [Ba07]の等価性判定

の対象では，同文献中でも述べている様に，この定数 k1 の大きさ自体は対象機構の指数

オーダーとなり得，等価性判定全体を対象機構に対して完全に多項式時間的に行えるかに

ついては次の課題（a step towards a fully polynomial time algorithm)としている．こ

れに対し，前述の通り，本章で対象とする droctでは，この定数 k1 の大きさ自体が状態

集合の要素数に対する多項式オーダーとなり，従って，アルゴリズム全体が完全な多項式

オーダとなる．
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第 5章

結論

本論文では，これまで長年にわたり筆者らが提唱してきた，直接的分岐アルゴリズムに

よる dpdtの等価性判定に関する２つの最新の成果を与えた．本論文の成果は，序論でも

述べた通り，オートマトンや形式文法を基礎とするシステムにおける学習過程において直

接的に活用することができる．また，その見通しの良さにより，等価性判定を可解とする

十分条件の緩和，更なる上位クラスに対する多項式時間等価性判定アルゴリズムの確立，

などに関する今後の展開において，重要な意味を持つものと考える．以下に具体的な成果

内容をまとめる．

まず，第３章では，dpdtの等価性判定を可解とする十分条件の緩和に関する検討の成

果として，文献 [TomSei85]で対象としたWeaker Segmental Propertyと名付けた性質

を持つ ε-推移を許した dpda対に，ある条件のもとで出力機構を付与した dpdt対に対し

ても等価性判定が可解であることを示した．この結果は，文献 [SeiT85a], [TomSei89]の

結果を真に包含する拡張であり，直接的分岐アルゴリズムによる dpdtの等価性判定を可

解とする十分条件を従来より大きく緩和した．現時点において，ここで提唱する dpdt対

を真に包含する等価性判定可能なクラス対は存在しない．また，この結果は，今後の ε-推

移を許した dpdtの等価性判定問題における，更なるクラス拡張において有意義であるも

のと考える．

次に，第４章では，最大時間計算量の改善に関する検討の成果として，dpdtのある部

分クラスである，実時間空スタック受理式決定性限定ワンカウンター変換器について，そ

の等価性判定が多項式時間で解決できることを証明した．具体的に，そのアルゴリズムに
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対する詳細な計算量解析とその証明を行った．この結果は，直接的分岐アルゴリズムの有

効性を示す，ひとつの典型的な成果であり，今後の多項式時間等価性判定が可解である

dpdtクラスの検討における基礎となるものと考える．なお，現時点において，この成果

を真に包含する結果は存在しない．

なお，上記第３章，第４章ともに，アルゴリズムの単純さ，および，効率性を明示する

意味において，具体的な dpdtの等価性判定問題に対する基本例題を示した．前述したよ

うに，他の多くの方式ではこのような具体的例題を示すこと自体が非常に困難な状況で

ある．

さて，ここで，等価性判定可能な dpdtクラスの対象範囲拡大に関して，今後の方向性を

考える．第３章で示した等価性判定を可解とする十分条件は，条件２（ε-推移に対する出

力長の有限性）については一方の dpdtに閉じた条件であるが，条件１（Weak Segmental

Property の成立性）は dpdt（実際は対応する随伴 dpda）の対としての条件となってお

り，単純に，任意の dpdtとの等価性判定が可能である dpdtクラスの提示ができていな

いことは，ひとつの課題である．筆者らは，文献 [SeiTS85b], [SeiT94], [TomSei95]にお

いて，この文献 [TomSei85]の対の条件１が，その内部の等価な計算状況において満足さ

れるような dpdaのクラスを提唱し，このクラスの dpdaと任意の dpdaとの等価性判定

が可解であることを証明している．第３章の結果は，文献 [TomSei85]で対象とする条件

１を満足する dpda対に対して，条件２のもとで出力機構を付与した dpdt対に対する等

価性判定の可解性を示している．従って，この結果と文献 [SeiTS85b]以降の一連の成果

を組み合わせることにより，上記で述べた課題については，比較的容易に解決できるもの

と予想する．

次に，等価性判定の時間計算量の改善に関する今後の方向性について考える．まず，直

接的に，第４章の結果は更なる時間計算量改善の余地があると考える．つまり，更なるア

ルゴリズムの工夫により，多項式時間の範囲で，より時間計算量を改善することが可能で

あるものと考える．このような検討は，実用面においては，非常に重要である．また，多

項式時間等価性判定の可能な dpdtクラスの更なる対象拡大に関しては，まずは，第４章

を直接的に，実時間空スタック受理式決定性限定ワンカウンター変換器（droct）に対し

て，任意に ε-推移を許した非実時間の空スタック受理式決定性限定ワンカウンター変換器

の多項式時間等価性判定に拡張できる可能性が高いものと予想する．また，文献 [WT91]
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において，単純決定性プッシュダウンオートマトンに関して，分岐アルゴリズムを用いた

多項式時間等価性判定の可解性が証明されているが，これに出力機構を付与した単純決定

性プッシュダウン変換器に対する多項式時間等価性判定についても，（文献 [Ba07]の出版

は既にあるものの，）直接的に第４章の結果を活用することができるものと考える．
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