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Weak-field asymptotic theory of tunneling ionization 
of the hydrogen molecule including core polarization, 

spectator nucleus, and internuclear motion effects 
 

Hirokazu Matsui 
 
 

Abstract 
 

Following the recent developments in intense laser technologies, near infrared laser 

pulses with electric field intensity comparable to the Coulomb interactions among 

electrons and nuclei in atoms and molecules have been achieved with a tabletop laser 

system. Under such an intense laser field, an electron in a molecule penetrates the 

potential barrier formed by the nuclear Coulomb potential and the laser electric field 𝑭𝑭. 

This process is called tunneling ionization and is one of the most fundamental processes 

in strong field physics. Tunneling ionization is characterized by ionization rate Γ, 

which is ionization probability per unit time. In this study, we theoretically investigate 

the tunneling ionization of a hydrogen molecule, based on the many-electron weak-field 

asymptotic theory (ME-WFAT), which provides the asymptotic expansion of ionization 

rate Γ in the limit of 𝐹𝐹 → 0. We successively incorporate core polarization, spectator 

nucleus, and internuclear motion effects into the leading order term of Γ in the ME-

WFAT. We analyze the field strength and alignment dependences of the ionization 

rates. We compare our results with ab initio calculations for H2 with fixed nuclei[1][2] 

and find that the results including the core polarization effect are in good agreement 

with the ab initio calculations. We also carry out the calculations of the ionization 

probabilities irradiated by circularly polarized laser pulses using the ionization rates 

including all the physical effects and compare with the experimental results for H2[3] 

and D2[4]. The comparison reveals the relative role of the different effects. We show 

that all the effects should be taken into account in order to achieve good agreement with 

the experimental results. Our theory reproduces the difference in the experiments 

between H2[3] and D2[4] for the first time. 

 

 



References 

1. A. Saenz et al., Phys. Rev. A 66, 063408 (2002) 

2. T.-C. Jagau et al., J. Chem. Phys. 148, 204102 (2018) 

3. A. Staudte et al., Phys. Rev. Lett. 102, 033004 (2009) 

4. M. Magrakvelidze et al., Phys. Rev. A 79, 033408 (2009) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



多電子・分極・スペクテータ・核運動の効果を取り入れた 

水素分子トンネルイオン化の弱電場漸近理論 

 

松井 大和 

 

概要 

 

近年の高強度レーザー技術の発展により、原子分子内のクーロン電場と同程度の電場成

分を持つ高強度の近赤外レーザーの発振が実験室レベルで行われるようになった。こうし

た高強度レーザーを分子に照射すると、レーザー電場と分子ポテンシャルで形成されるポ

テンシャル障壁をトンネル効果によって電子がすり抜けてトンネルイオン化が起こる。本

研究では、最も基礎的な水素分子のトンネルイオン化について理論研究を行った。 

トンネルイオン化を引き起こすレーザー場は、その典型的な波長(∼ 800nm)と周期(∼

2.7fs)が、それぞれ水素分子のクーロンポテンシャルに束縛された電子の運動の空間的ス

ケール(∼ 0.1nm)と時間的スケール(∼ 0.1fs)に比べて十分に長いため、準静的な一様静電

場と見なされる。それゆえ、高強度レーザー照射による水素分子トンネルイオン化過程

は、一様静電場 𝑭𝑭 の中での単位時間当たりのトンネルイオン化確率を表す、イオン化レー

ト Γ によって特徴づけられる。イオン化レート Γ は、電場 𝑭𝑭 についての分子の配向角度に

対し強い依存性を持つ。水素分子の基底状態の場合には、電場 𝑭𝑭 と分子軸が平行な時のイ

オン化レートΓ∥ が最大、垂直な時のΓ⊥ が最小となり、異方性比 Γ∥ / Γ⊥ は、水素分子のトン

ネルイオン化の異方性を表す無次元の特徴量となる。2009年に、数十フェムト秒の幅を持

った強レーザーパルスを用いてH2 [1]とD2 [2]に対する光電子のイオン化収量 𝑌𝑌 に対する

異方性比 𝑌𝑌∥ / 𝑌𝑌⊥ が測定され、H2 より D2 の異方性比が小さく、また、レーザー強度が高く

なるほど異方性比が小さくなるという結果が得られた。これらの実験結果は、これまでの

理論におけるイオン化レートの異方性比 Γ∥ / Γ⊥ およびパルス幅を考慮したイオン化収量の

異方性比 𝑌𝑌∥ / 𝑌𝑌⊥ の計算では定量的に再現することができなかった。そこで、本研究では、

弱電場漸近理論に基づいてイオン化レート Γ の高精度計算を実行し、イオン化レートの異

方性比 Γ∥ / Γ⊥ およびイオン化収量の異方性比 𝑌𝑌∥ / 𝑌𝑌⊥ を求めて実験との比較を行うと共

に、分子のトンネルイオン化における物理的効果について詳細に調べた。 

弱電場漸近理論では、静電場中の固有状態について弱電場の極限 𝐹𝐹 → 0 での漸近展開を

行い、無電場の固有状態を用いてイオン化レート Γ を記述する。無電場での計算によって

イオン化レート Γ を求めるので、大規模対角化によるab initio 計算[3][4]に比べて計算



コストが格段に低く、実験条件に合わせた計算が容易である。本研究では、弱電場漸近理

論の枠組みにおいて水素分子トンネルイオン化に関わる (1)多電子、(2)分極、(3)スペク

テータ、(4)核運動の４つの物理的効果を取り入れた計算を行った。それぞれの効果につ

いて具体的に説明する： (1)多くの弱電場近似の計算においては、有効一電子近似が用い

られてきたが、ここでは電子間のクーロン反発の項を含む水素分子の２電子固有状態のシ

ュレディンガー方程式を解くことで多電子の効果を取り入れた。(2)水素分子イオンの基

底状態 1𝑠𝑠𝜎𝜎 は核間距離 𝑅𝑅 が大きいところで第１励起状態 2𝑝𝑝𝑝𝑝 と縮退しているため、水素分

子はトンネルイオン化の過程で大きく分極する。本研究では、電場強度 𝐹𝐹 を摂動として水

素分子イオンの基底状態、第１、第２励起状態とのシュタルク混合状態の波動関数を計算

し、分極の効果を取り入れた。(3)核間距離 𝑅𝑅 が大きい時のトンネルイオン化では、電子

は水素分子の２つの核の一方から放出される。この時、電子が放出される核を親イオン、

もう一方の核をスペクテータという。スペクテータの効果とは、親イオンから放出される

電子が、空間的に離れたスペクテータの核電荷から受ける影響の効果である。スペクテー

タの核電荷の補正因子を計算することでこの効果を取り入れた。(4)本研究では、ボル

ン・オッペンハイマー近似を適用し、核波動関数を計算して核運動の効果を取り入れた。

核波動関数は核質量に依存し、核運動の効果を取り入れることで同位体効果を考慮するこ

とができる。 

まず、弱電場漸近理論に基づいて(1)多電子、(2)分極、(3)スペクテータの効果を取り

入れてイオン化レート Γ を計算し、結果を ab initio 計算[3][4]と比較して本理論の有効

性を示した。さらに(4)核運動の効果を取り入れてイオン化レートの異方性比 Γ∥ / Γ⊥ を計

算し、先行研究の H2 [1]と D2 [2]の異方性比 𝑌𝑌∥ / 𝑌𝑌⊥ の実験結果と比較して定量的に良い一

致を得た。特に、異方性比の同位体における差異を初めて再現した。最後に、このイオン

化レート Γ を用いてイオン化収量の異方性比 𝑌𝑌∥ / 𝑌𝑌⊥ を計算し、円偏光レーザーパルスを用

いた場合には異方性比 Γ∥ / Γ⊥ と 𝑌𝑌∥ / 𝑌𝑌⊥ との差が十分に小さくなることを確かめ、２つの異

方性比を直接比べることの正当性を示した。以上から、実験結果を再現するには(1)多電

子、(2)分極、(3)スペクテータ、(4)核運動の４つの効果をすべて取り入れなければなら

ないことを明らかにした。 
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第 1章 序論

第 1章 序論
1.1 背景
原子や分子内の電子の運動を分析することは、物質科学のさまざまな現象を理解するうえで非常
に重要である。ボーアの半古典的な水素原子モデルでは、基底状態の電子は軌道半径 a0 = 0.053nm

で、V = e
4πε0a2

0
= 5.1422 × 109V/cmの電場中を円運動する。近年この電場と同程度の電場成分

をもったレーザーパルスの生成が可能となった。高強度のレーザーパルスの発振は、もともと大規
模な装置を必要とする、非常に困難な技術であった。ところが、1985年にムルとストリックラン
ドによってチャープパルス増幅の手法が開発され、1012 − 1015W/cm2 の高強度の数十フェムト
秒（1フェムト秒 = 10−15 秒）レーザーパルスが卓上サイズのレーザーシステムで容易に利用でき
るようになった。この手法は、2018年のノーベル物理学賞の対象となっている。チャープパルス
増幅では、光パルスを時間領域で引き延ばして（チャープして）電場強度を下げ、共振器で増幅し
た後に再び圧縮することで、高強度レーザーパルスを生み出す。この技術革新により、高強度レー
ザー場中の極限的な環境における原子・分子のダイナミクスに学術的な興味が持たれ、世界中で広
く実験が行われるようになった。
1012 − 1013W/cm2 程度のレーザー光を真空中の原子・分子に照射すると、非線形の光学効果
により、照射した光の整数倍の振動数をもつ高調波が発生し、より短い波長の光を得ることがで
きる。このようにして得られる高調波の強度は、高調波の次数のべき乗で低くなる。ところが、
1014W/cm

2 程度以上の強度のフェムト秒レーザーを照射すると、高調波の次数が大きくなっても
強度が減少しない領域があらわれ、照射した光の数十倍から数百倍もの振動数を持つ高次高調波が
発生するようになる。この高次高調波の発生機構は、1993年にコーカムによって提唱された３ス
テップモデル [1]により次のように説明される。(1)高強度レーザーによって原子・分子がトンネ
ルイオン化（図 1.1）し、原子核のポテンシャルに束縛されていた電子が真空中に飛び出す。(2)親
イオンから離れた光電子は、周期的に振動する高強度レーザーによって加速され、再び親イオンの
位置へと戻る。(3)光電子が親イオンと再結合し、その際に光電子が加速で得た運動エネルギーと
イオン化エネルギーの和に相当するエネルギーを持つ高次高調波が放出される。

1



1.1 背景

図 1.1 水素原子のトンネルイオン化の概念図。図の曲線は、原子核を通りレーザー電場に平行
な直線上において、原子核のクーロン・ポテンシャルを表している。原子核のクーロン・ポテン
シャルは、原子核からの距離を r として −1/r（紫の点線）の形をしている。そのため、無電場
では、束縛電子はこのポテンシャルの井戸に閉じ込められている。ところが、青の矢印で示した
方向にレーザー電場が加わると、ポテンシャルが緑の実線のように歪んで有限長の障壁を生じ
る。このとき、束縛電子はトンネル効果によって確率的に障壁をすり抜けて真空中に飛び出す。
そこで、この過程をトンネルイオン化と呼ぶ。ここでは簡単のため水素原子の例を図示したが、
一般的な分子についても同様の描像が成り立つ。

３つ目のステップの光電子と親イオンの再衝突の過程では、高次高調波発生の他にも、親イオン
の他の電子の励起またはイオン化といった非弾性過程や、親イオンのポテンシャルによる光電子の
弾性散乱過程が引き起こされる。こうした再衝突過程には標的分子イオンの構造に関する情報が含
まれているので、再衝突過程を利用した分子の構造解析も行われている。これらのすべての強電場
現象は、３ステップモデルで描写される通り、高強度レーザーによる原子・分子のイオン化がはじ
めの基本的なステップとなって引き起こされる [2]。そのため、高強度レーザーによるイオン化の
過程は、原子・分子・光物理学の最も基礎的な研究課題の１つである。
強電場の実験で用いられる一般的な高強度レーザーは、以下の２つの条件を満たす。第一に、十
分に高強度（I ∼ 1014W/cm2）かつ長波長（λ ≳ 800nm）である。代表的なレーザーの例では、
チタンサファイアレーザーの波長がおよそ 800nmであり、周期にすると 2.7fs程度である。この
ような近赤外レーザーの波長と周期は、それぞれ原子核ポテンシャルに束縛された電子の運動の
空間的スケール（∼ 0.1nm）と時間的スケール (∼ 0.1fs)に比べて十分に長い。そのため、各時刻
におけるレーザー電場を準静的な一様静電場と見なす断熱的な描像が成り立つ [3]。第二に、レー
ザー電場は原子核のクーロン電場に比べて十分に弱く、電子の束縛エネルギーがポテンシャル障壁
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を超えない。そのため、トンネルイオン化（図 1.1）の過程を引き起こす。したがって、これら２
つの条件を満たす高強度レーザーにより引き起こされるイオン化の過程は、一様静電場によるトン
ネルイオン化として描写される。
一様静電場中の原子・分子のイオン化は、理論的にはイオン化を踏まえた２つの条件を満たすよ
うに規格化された固有状態の解として表される。ここで２つの条件とは、波動関数が正則であるこ
とと、無限遠で外向き波の解と接続することである。このようにして定義される固有状態をシー
ガート状態と言う。シーガート状態の固有値は、２つの境界条件を課すことで離散的な複素数値を
とる。そこで、この複素エネルギー固有値 E を

E = ε− i
Γ

2
, (ε,Γ ∈ R) (1.1)

と書くと、実部の εは電場によりシュタルク・シフトする通常の意味でのエネルギーを表し、虚部
の Γがイオン化レート、すなわち単位時間当たりのイオン化確率を表す。一様静電場中の原子・分
子のイオン化の過程は、この Γをもって特徴づけられる。トンネルイオン化の過程では、Γは次に
説明する弱電場漸近理論により計算される。
弱電場漸近理論は、弱電場の極限 F → 0におけるイオン化レート Γの漸近展開

Γ = cF be−a/F (1 +AF lnF +BF + ...) (1.2)

に基づく。F → 0における Γの漸近展開は、式 (1.2)の通りに一意に表され、F の指数関数と多
項式の積の形を持つ。ここで、係数 a, b, c, A,B, ...は電場 F に依存しない量である。したがって、
弱電場において Γを計算する問題は、無電場の固有状態の特徴量をもってこれらの係数を決定する
問題に帰着される。
歴史的には、オッペンハイマーが係数 aを決定 [4]し、その後ランダウ-リフシッツの量子力学の
教科書で水素原子の基底状態の系に対し主要項 cF be−a/F の導出が与えられた [5]。そして、理論
は任意の中心力ポテンシャル [6]、水素原子の縮退を持つ励起状態 [7,8]の系へと拡張され、F の多
項式の係数 A,B [9]と、より高次の項の係数 [10]が決定された。続いて、対称性を持たない一般
的なポテンシャルへの理論の拡張が、一電子系での主要項 [11]と多項式の１次の補正項 [12]、多
電子系での主要項 [13]と多項式の１次の補正項 [14, 15]と進められた。理論は精密な ab initio 計
算と比較され、その有効性が示された。一電子系の弱電場漸近理論は、有効一電子近似における希
ガス原子 [12]と、水素分子イオン H+

2 の計算 [16]により、理論の有効性が定量的に確かめられた。
一方、多電子系において全ての電子間のクーロン反発を取り入れたイオン化レートの ab initio 計
算は、H− [17]、He [18–20]、Li [21]と水素分子 H2 [22,23]についてのみ可能である。ただし、こ
のような計算のより大きな系への拡張は、大きく進展している [23, 24]。文献 [14]では、２電子系
の原子のイオン化レートの式が、多項式の１次の補正項を含む多電子系の弱電場漸近理論により与
えられた。この式は、F = 0.2 a.u.までの Heの ab initio 計算の結果を、25%以内の誤差で再現
した。
このような定量的に有効性が確かめられた理論の明確な利点は、特に ab initio 計算が実行でき
ない状況で利用できることにある。ab initio 計算の方法の１つに、電場との相互作用の項を含む
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シュレディンガー方程式を、大規模な数値対角化計算によって直接解く方法がある。このような
ab initio 計算はイオン化レート Γの正確な値を与えるが、利用する上で主に次の２つの制約があ
る。第一に、計算コストが非常に高いため、核間距離 R を逐一変えて繰り返し計算を行い、Γを
Rの関数として得ることが非常に困難である。そのため、分子の核運動を考慮した計算を行うこと
が難しい。第二に、弱電場では計算精度が著しく低下する。式 (1.2)の通り、Γは電場 F に対して
指数関数的な依存性を持つため、弱電場では Γの値が極端に小さくなる。そのため、Γの値を直接
計算する ab initio 計算では、弱電場において Γの精密計算を行うことは現実的に不可能である。
一方、弱電場漸近理論は F → 0における漸近展開に基づくため、F → 0で正確になり、F の増加
に従って正確な値との誤差が増大する。この意味において、弱電場漸近理論と ab initio 計算とは
対照的である。弱電場漸近理論は、有効一電子近似のハートリー・フォック法を用いて、２原子分
子 [25, 26]および３原子分子 [25, 27]、そして任意の多原子分子 [28, 29]に対して Γを与え、理論
を実験の解析に用いることに成功した [30–33]。本論文では、有効一電子近似を用いずに、多電子
系としての水素分子に対する同様の解析を行う。
イオン化レート (1.2) は電場の大きさ F に対し指数関数的に依存するが、電場 F についての
分子配向に対しても強い依存性を持つ。水素分子のイオン化レートの分子配向への依存性につ
いては、次のいくつかの異なる方法で理論研究がなされている。分子軌道の Ammosov-Delone-

Krainov(ADK) モデル [39, 40]、有効一電子近似のハートリーフォック法を用いた弱電場漸近
理論 [25, 26, 35]、多電子系の弱電場漸近理論 [13, 45]、時間に依存するシュレディンガー方程
式 [38,42–45]、時間に依存する密度汎関数理論 [46,47]、強電場近似 [37,48]、そして半古典的モデ
ル [49]である。最近では、実験的にも新たな関心が寄せられている [50]。このことについては、文
献 [51]をあわせて参照されたい。水素分子のイオン化レートは、特に、電場 Fに分子軸が平行な
ときの Γ∥ が最大となり、垂直なときの Γ⊥ が最小となる。そのため異方性比 Γ∥/Γ⊥ は、水素分
子トンネルイオン化の異方性を表す無次元の特徴量となる。実験においては、一般的な高強度レー
ザーの実験で用いられるパルスは数十フェムト秒の幅を持つので、イオン化レートの値を直接測定
することは困難だが、イオン化収量 Y の異方性比 Y∥/Y⊥ の測定が可能である。2009年に H2 [37]

と D2 [38] について異方性比 Y∥/Y⊥ が測定され、H2 より D2 の異方性比が小さく、また、レー
ザー強度が高くなるほど異方性比が小さくなるという結果が得られた。ところが、これらの実験結
果は、これまでの理論におけるイオン化レートの異方性比 Γ∥/Γ⊥ およびパルス幅を考慮したイオ
ン化収量の異方性比 Y∥/Y⊥ の計算では定量的に再現することができなかった。そのため、異方性
は分子トンネルイオン化の最も基本的な性質の１つであるにも関わらず、その物理的な描像が明ら
かになっていなかった。

1.2 目的
本研究の目的は、弱電場漸近理論に基づいて水素分子トンネルイオン化のレート Γを高精度で求
める計算手法を確立し、先行研究の実験結果 [37, 38]を定量的に再現することにより、水素分子ト
ンネルイオン化の異方性の物理的な描像を明らかにすることである。本研究では弱電場漸近理論の
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枠組みにおいて、多電子、分極、スペクテータ、核運動の効果を取り入れて計算を行う。それぞれ
の効果について具体的に説明する。 多電子の効果とは、２つの電子の間に働くクーロン反発の効
果である。多くの弱電場近似の計算においては、有効一電子近似が用いられてきたが、ここでは電
場が無い場合の電子間のクーロン反発の項を含む水素分子の２電子固有状態のシュレディンガー方
程式を解くことで多電子の効果を取り入れる。分極の効果とは、強電場による分子軌道の変形の効
果である。水素分子 (H2)がイオン化すると水素分子イオン (H+

2 )となる。水素分子イオンの基底
状態 1sσ は、核間距離が大きいところで第１励起状態 2pσ と縮退していて、２状態は電場によっ
て結合する。そのため水素分子はイオン化の過程で大きく分極する。本研究では、電場を摂動とし
て水素分子イオンの基底状態 1sσ、第１励起状態 2pσ に加えて、第２励起状態 2pπ とのシュタル
ク混合状態の波動関数を計算し、分極の効果を取り入れる。スペクテータの効果は、核間距離が大
きいときに顕著となる効果である。核間距離が大きいときのトンネルイオン化では、電子は水素分
子の２つの核の一方から放出される。このとき、電子が放出される側の核を親イオン、もう一方の
側の核をスペクテータと呼ぶ。イオン化の過程において、電子は親イオンの近傍では親イオンの核
電荷のみを感じるが、遠方に飛び去ると残された分子イオン全体の電荷を感じる。すなわち、電子
はスペクテータの核電荷に相当する有効核電荷の変化を感じる。このスペクテータの効果について
は、核間距離の大きい分子では親イオンのイオン化レートに対するスペクテータの影響を考慮して
弱電場漸近理論を修正しなければならないことが最近示された [34]。そこで、本研究ではスペク
テータの核電荷の補正因子を計算して、スペクテータの効果を取り入れる。核運動の効果とは、核
波動関数の広がりの効果である。これまでの多くの実験では核の運動を無視して、平衡核間距離に
固定した分子が扱われている。本研究では、ボルン・オッペンハイマー近似を適用して核波動関数
を計算し、核運動の効果を取り入れる。核波動関数は核質量に依存するため、核運動の効果を取り
入れることで同位体の効果が考慮される。同位体効果は、同位体同士の質量の差が大きい、軽い分
子ほど大きくなると考えられる。特に、水素分子のトンネルイオン化における同位体効果は、理論
的に予測され [35]、実験で観測されており [36]、イオン化レートへの影響を考慮することの重要性
がすでに示されている。我々は、多電子系の弱電場漸近理論 [13]の枠組みにおいてこれらの効果
を取り入れて、水素分子のイオン化レートの計算を行う。
これまで上記の４つの効果を同時に取り入れた計算は行われていない。多電子の効果は、２電子
原子の He、H− に加えて２電子分子 H2 の計算に取り入れられたが、分極、スペクテータ、核運動
については１電子近似の分子にはあるが、２電子分子については無い。本論文では、本理論の有効
性を評価するため、多電子、分極、スペクテータの効果を取り入れた核固定の H2 のイオン化レー
トについて ab initio 計算の結果との比較を行う。その上で、さらに核運動の効果を取り入れて、
本理論を H2 と D2 のトンネルイオン化の異方性の実験 [37,38]の解析に適用する。

1.3 構成
本論文は、以下の様に構成される。まず第２章で理論の定式化を行い、第３章でその数値的
な実装について説明する。そして、第４章において理論の予測値を ab initio 計算 [22, 23] や実
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験 [37, 38]の結果と比較する。最後に、第５章において本論文の結論をまとめる。
また、本論文ではトンネルイオン化の過程を記述するために原子単位系を用いる。原子単位系は

1927年にハートリーによって提案された単位系であり、電子のシュレディンガー方程式に現れる
主な物理定数であるディラック定数 ℏ、電子質量me、電気素量 e、電気定数 1/4πε0 を基本単位と
して構成される。この単位系では、表 1.1に示す通り、原子核ポテンシャルに束縛された電子の運
動に関するあらゆる物理量が簡潔に表される。

表 1.1 本論文で議論する主な物理量について、１原子単位の定義と SI単位への換算を示す。

作用 ディラック定数 ℏ 1.0545718176462×10−34J·s
質量 電子質量me 9.1093837015× 10−31kg

電荷 電気素量 e 1.602176634× 10−19C

長さ ボーア半径 a0 5.29177210903× 10−11m

電場 電気素量 eの点電荷がボーア半径 a0 の距離に
作る電場の大きさ

5.14220674763× 1011V/m

エネルギー 水素原子の第一イオン化エネルギーの２倍 4.3597447222071× 10−18J
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第 2章 理論
この章では、第３章で実装するイオン化レートの計算方法の理論について説明する。イオン化
レートを計算する過程において本論文の表題にある４つの効果を取り入れるが、理論を見通しよく
説明するため、図 2.1にイオン化レートの計算全体のフローチャートを示す。本理論では、弱電場
漸近理論の枠組みにおいて多電子・分極・スペクテータの効果を取り入れ、さらにボルン・オッペ
ンハイマー近似を適用して核運動の効果を取り入れる。先ず、核間距離 R を固定して、無電場の
水素分子の２電子固有状態に多電子の効果を含めた固有状態を求める（第 2.1節）。次に、電場 F

を摂動として取り入れ、シュタルク混合状態を計算する。このとき、シュタルク混合状態の水素分
子イオンの波動関数に分極の効果が含まれる（第 2.2節）。続いて水素分子と水素分子イオンの波
動関数の重なり積分を計算すると、水素分子がイオン化して水素分子イオンになる過程を描写する
軌道が得られる。この軌道をダイソン軌道と言う。このダイソン軌道に、多電子と分極の効果が引
き継がれる。ダイソン軌道を多電子系の弱電場漸近理論に適用すると、固定した R に対するイオ
ン化レート Γ(R, F )が得られる。また、このステップにおいてスペクテータの核電荷 Zs を計算す
ることにより、スペクテータの効果を取り入れることができる（第 2.3節）。最後に、水素分子の
基底状態のシュタルク・シフトしたポテンシャル曲線に対して核波動関数を計算し、その自乗の確
率密度で重みづけして Γ(R, F )を R全体で平均することにより、４つの効果を取り入れた最終的
なイオン化レート Γ∥,⊥(F )が計算される（第 2.4節）。ここで、これらの効果を部分的に取り入れ
てイオン化レートを計算することができることに注意する。すなわち、これらの効果を取り入れて
計算される結果と取り入れずに計算される結果とを比較することにより、各効果が分子トンネルイ
オン化に及ぼす影響の相対的な寄与を定量的に評価することができる。

図 2.1 多電子系の弱電場漸近理論とボルン・オッペンハイマー近似を組み合わせたイオン化
レートの計算全体のフローチャートを示す。この章の理論の説明は、このフローチャートに沿っ
て行う。図中に示した番号 (2.1)-(2.4)は、それぞれ対応する節を表す。

以降の節では、図 2.1のフローチャートに沿って説明を行う。まず、本理論の基礎となる多電子
系の弱電場漸近理論についてまとめ、それから本論文の表題にある効果を段階的に取り入れる。
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2.1 多電子系の弱電場漸近理論

2.1 多電子系の弱電場漸近理論
多電子系の弱電場漸近理論は文献 [13] によって与えられた。まず、核固定の水素分子に対する
多電子系の弱電場漸近理論の概略を述べる。イオン化を引き起こす電場の方向に z 軸をとると、
F = (0, 0, F )と書ける。また、水素分子の重心を原点とし、２つの原子核を (x, z)平面内で原点に
ついて対称な位置にとれば、２つの原子核の位置を結ぶベクトルを R = (R sinβ, 0, R cosβ)と書
ける (図 2.2)。ここで R は核間距離、β は電場 Fに対する分子軸の配向角度である。この系は F

と R、すなわち F,R, β のみによって定められる。そのため、この系のすべての物理量は F,R, β

の関数となる。本研究では、基底状態の水素分子 H2 のトンネルイオン化を分析する。

図 2.2 水素分子の２核２電子の位置関係を示す。２つの核は (x, z)平面上の原点に対称な位置
に固定され、２つの電子が３次元空間を動く。赤の丸で示した２つの核の位置を ±R/2、青の
丸で示した２つの電子の位置を r1,2 とおく。図中の点線は、２粒子間のクーロン相互作用を表
す。特に、青の点線は電子間のクーロン反発、すなわち多電子の効果を表す。

H2 の２電子の基底状態は、次のシュレディンガー方程式の 1Σ+
g の対称性（電子波動関数が分子

の重心に関する反転と分子軸を含む任意の平面に関する鏡映について対称なスピン１重項状態）を
持つ解である。[

−∆1

2
− ∆2

2
+ V (r1) + V (r2) +

1

|r1 − r2|
− E

(2)
0 (R)

]
ψ
(2)
0 (r1, r2;R) = 0 (2.1)

ここで、∆はラプラシアンであり、式 (2.1)のはじめの２つの項は、それぞれ２つの電子 1,2の運
動エネルギーである。また、V (r)は２つの核による２中心のクーロン・ポテンシャル

V (r) = − 1

|r+R/2|
− 1

|r−R/2|
(2.2)

である。第５項は２つの電子 1,2の間に働くクーロン反発であり、この項を含む方程式 (2.1)を解
くことで、多電子の効果が取り入れられる。トンネルイオン化が起こると、H2 の２電子の基底状
態は、水素分子イオン H+

2 の基底状態 1sσ へ核間距離 Rを変えずに遷移する。これは、電子状態
の遷移が核運動の時間的スケールに比べて瞬間的に起こるためである。水素分子イオン H+

2 の１電

8
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子の固有状態は、次のシュレディンガー方程式の解である。[
−∆

2
+ V (r)− E(1)

n (R)

]
ψ(1)
n (r;R) = 0 (2.3)

ここで、添え字の n = 1sσ, 2pσ, 2pπ, ... は H+
2 の無電場の電子状態を表す。これらすべての状

態のエネルギーと波動関数は、定数としての R に依存する。波動関数は、さらに R を通して偏
角 β に依存する。本研究の目的の１つは、弱電場漸近理論に基づいてイオン化レートの異方性
比 Γ∥/Γ⊥ の計算を行い、実験 [37, 38] との比較を行うことであり、電場 Fと分子配向 Rが平行
(β = 0◦)および垂直 (β = 90◦)な場合の理論の定式化が必要である。そこで、特にR∥ = (0, 0, R)

と R⊥ = (R, 0, 0)の表記を用いる。ここまでに導入したすべての波動関数は、実数であり、次の
ように規格化されているものとする。∫∫

[ψ
(2)
0 (r1, r2;R)]2dr1dr2 = 1 (2.4)∫

ψ(1)
m (r;R)ψ(1)

n (r;R) = δmn (2.5)

ただし、積分は全空間でとる。弱電場の極限 F → 0では、水素分子がトンネルイオン化して水素
分子イオンの状態 n に遷移する過程は、水素分子の固有状態 (2.1) の水素分子イオンの固有状態
(2.3)への射影であるダイソン軌道

υn(r;R) =
√
2

∫
ψ(1)
n (r1;R)ψ

(2)
0 (r1, r;R)dr1 (2.6)

により描写される。これは一般的に N 電子の中性分子と (N − 1)電子の分子イオンの波動関数の
重なり積分として定義される軌道である。式 (2.6)の

√
2は、水素分子が２電子の分子であること

に由来する因子である。多電子系の弱電場漸近理論では、ダイソン軌道 (2.6) を用いて構成され、
多電子の効果を取り入れたイオン化レートが与えられる。弱電場漸近理論では、ダイソン軌道を放
物座標 (ξ, η, φ)

ξ = r + z, 0 ≤ ξ <∞, (2.7a)

η = r − z, 0 ≤ η <∞, (2.7b)

φ = arctan(y/x), 0 ≤ φ < 2π (2.7c)

の関数として表す。放物座標は、上に凸、下に凸の放物線の交点として空間上の位置を指定する座
標である（図 2.3）。放物座標は、一様静電場中の水素原子のハミルトニアンを完全に変数分離する
ことができる唯一の直交曲線座標であり、一様静電場中のクーロン・ポテンシャルの問題はこの放
物座標のもとで議論される。

9



2.1 多電子系の弱電場漸近理論

図 2.3 放物座標。横軸は z 軸からの距離 ρ =
√
x2 + y2 である。ξ, η の座標線を示している。

それぞれ、上に凸、下に凸の放物線である。その交点として空間上の位置が指定される。

トンネルイオン化の過程で放出された電子は、電場により z → −∞ の方向、放物座標では
η → ∞の方向に加速される。放物座標では、原子核から遠方での固有関数が (ξ, φ)に対して束縛
型になるため、漸近領域 η → ∞における電子のフラックスは放物量子数 nξ = 0, 1, ...と磁気量子
数m = 0,±1, ...により指定されるイオン化のチャネルに分けられる。各チャネル (nξ,m)の部分
イオン化レートは電子のフラックスの振幅のノルム自乗をとって与えられ、イオン化レート Γの漸
近展開 (1.2)の主要項の F の指数は b = 2nξ + |m|+ 1− 2/κ となる [13]。ただし、κ はイオン化
ポテンシャルを Ip として κ =

√
2Ip である。ゆえに、与えられた nに対しては、(nξ,m) = (0, 0)

のチャネルの全フラックスへの寄与が支配的である。このチャネルに対応する部分イオン化レート
の主要項は、次の式で与えられる。

Γ(0)
n (R, F ) = G2

n(R)W (F,κn(R)) (2.8)

ここで Gn(R)は構造因子と呼ばれ、電場 F に依らず分子配向 Rのみに依存する因子である。構
造因子の自乗 G2

n(R)が、イオン化レート Γの漸近展開 (1.2)の F に依存しない定数係数 cを与え
る。構造因子 Gn(R)はダイソン軌道の分子から遠方における振る舞いから決まり、放物座標の η

10
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に依存する次の構造関数 Gn(η;R)の η → ∞での極限値として与えられる。

Gn(R) = lim
η→∞

Gn(η;R) (2.9)

ここで構造関数 Gn(η;R)は、ダイソン軌道を用いて次のように定義される。

Gn(η;R) =

√
κ
2π
η1−1/κeκη/2

∫ ∞

0

∫ 2π

0

e−κξ/2υn(r;R) dξ dφ

∣∣∣∣
κ=κn(R)

(2.10)

一方、W (F,κ)は電場因子と呼ばれ、分子軌道の形に依らず電場 F に依存する因子である。電場
因子W (F,κ)は、イオン化レート Γの漸近展開 (1.2)の主要項の F に依存する F b exp(−a/F )の
因子に相当し、次の式で与えられる。

W (F,κ) =
κ
2

(
4κ2

F

)2Z/κ−1

exp

(
−2κ3

3F

)
(2.11)

ただし、Z = 1は水素分子イオンの全電荷を表す。また、ここでは κ = κn(R)とし、

κn(R) =
√
2In(R), In(R) = E(1)

n (R)− E
(2)
0 (R) (2.12)

である。In(R) は無電場でのイオン化ポテンシャルであり、κn(R) は対応する波数である。式
(2.10)では、水素分子と水素分子イオンの両方の状態について、電場による分子軌道の変形を考慮
していない。水素分子イオンの励起状態 (2pσ, 2pπ, ...)へのトンネルイオン化による遷移のレート
は、電場因子 (2.11) がイオン化ポテンシャル (2.12) に対して指数関数的な依存性を持つために、
基底状態 n = 1sσ へのトンネルイオン化による遷移のレートに比べて強く抑制される。ゆえに、
弱電場漸近理論の主要項近似では、分子の全イオン化レートは Γ

(0)
1sσ(R, F ) によって与えられる。

本論文では、この近似をME-WFAT(0)と呼ぶ。ここで、ME-WFATは多電子系の弱電場漸近理
論 (Many-Electron Weak Field Asymptotic Theory) を表し、(0) はイオン化レートの漸近展開
(1.2)における F の多項式の 0次の項（主要項近似）であることを示す。この近似は次の電場 F の
条件 [11,12]下で成立する。

F ≪ Fc(R) ≈
κ4
1sσ(R)

8|2Z − κ1sσ(R)|
(2.13)

Fc より大きい電場が加わると、電子がクーロン障壁（図 1.1）を超えて真空中に飛び出すように
なり、トンネルイオン化の描像が成り立たなくなる。したがって、トンネルイオン化の描像に基づ
いて定式化される弱電場漸近理論は破綻する。以下で説明する効果は、ME-WFAT(0)への補正と
して扱われる。そのため、理論の適用条件 (2.13) は、これらの効果を取り入れることで修正され
ない。

2.2 シュタルク・シフトと分極の効果
多電子系の弱電場漸近理論は、F によるイオン化レートの漸近展開における１次の補正項まで取
り入れて拡張された [14, 15]。物理的には、電場によって起こるエネルギーの２次のシュタルク・
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2.2 シュタルク・シフトと分極の効果

シフトと、トンネルイオン化の前後の状態の分子軌道の１次の変形に加えて、主要項の次に支配的
なイオン化のチャネル（nξ = 0, m = ±1）の寄与を考慮した補正が行われている [12, 14, 15]。今
のところ、１次の弱電場漸近理論 ME-WFAT(1) は、２電子系の原子に対してのみ、一切の追加
の近似を行わずに実装されている [14, 15]。これを、そのまま２電子系の２原子分子に拡張するこ
とは非常に有益なことだが、H2 分子の励起状態の精密計算量が莫大なものとなるのでとても難し
い課題である。そこで本論文では、１次の効果の一部のみを考慮する。エネルギーについては、水
素分子と水素分子イオンの両方の基底状態のシュタルク・シフトを含める。これは、エネルギーの
シュタルク・シフトによってイオン化ポテンシャルが変化し、電場因子 (2.11)を通じて F につい
て指数関数的に依存するので、イオン化レートに大きく影響する。次に、分子軌道の変形は、１電
子系の水素分子イオンの波動関数については考慮するが、２電子系の水素分子の波動関数について
は無視する。H2 の基底の電子状態のエネルギーはすべての核間距離 Rに対して他の電子状態のエ
ネルギーと十分に離れているが、H+

2 の基底の電子状態 1sσ は核間距離 R が大きいところで第一
励起状態 2pσとほぼ縮退しているため、この様なアプローチが正当化される。Rが大きいとき、縮
退は H2 のトンネルイオン化において強い分極を引き起こし、イオン化レートに影響する。ここで
は、この分極の効果を取り入れる。
水素分子の基底状態のエネルギーの２次のシュタルク・シフトは、次の式で与えられる。

E
(2)
0 (R, F ) = E

(2)
0 (R)− 1

2
α(R)F 2 (2.14)

ここで、α(R) は H2 の分極率 [58] である。エネルギーのシュタルク・シフトと水素分子イオン
の分子軌道の変形は、文献 [34] で提案されている手法を用いて表される。すなわち、H2 がトン
ネルイオン化して１つ電子が飛び出した後、もう１つの電子が H+

2 に残って電場と相互作用す
ることによって引き起こされる分極の効果を取り入れる。この効果は、文献 [34] にしたがって、
ME-WFAT(0)の方程式 (2.3)で定義される無電場の１電子状態を対応するシュタルク混合状態に
置き換えることにより考慮される。シュタルク混合状態は、式 (2.3)のハミルトニアンに Fz の項
を追加して定義され、無電場状態についての展開によって表される。

ψ(1)
α (r;R, F ) =

∑
n

cαn(R, F )ψ
(1)
n (r;R) (2.15)

ここで線形結合係数 cαn(R, F ) とエネルギー E
(1)
α (R, F ) は、シュタルク混合状態 ψ

(1)
α (r1;R, F )

の無電場状態 ψ
(1)
n (r;R)への射影を考え、次の方程式を解いて得られる。∑

m

{[
E(1)

n (R)− E(1)
α (R, F )

]
δnm + Fznm(R)

}
cαm(R, F ) = 0 (2.16)

ただし、zmn(R)は遷移双極子モーメント

znm(R) =

∫
ψ(1)
n (r;R)zψ(1)

m (r;R)dr (2.17)

である。これらのシュタルク混合状態を α = 1sσ, 2pσ, 2pπ, ...によって表記するが、これは電場が
印加される前の、無電場の電子状態 nに対応する。水素分子イオンのシュタルク混合状態 αに遷
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移するイオン化の過程は、式 (2.6)と同様に定義される、シュタルク混合状態のダイソン軌道によ
り描写される。

υα(r;R, F ) =
√
2

∫
ψ(1)
α (r1;R, F )ψ

(2)
0 (r1, r;R)dr1 (2.18)

対応するイオン化レートは、式 (2.8)と同様に

ΓP
α(R, F ) = G2

α(R, F )W (F,κα(R, F )) (2.19)

と表される [34]。ここでGα(R, F )はシュタルク混合状態の構造因子である。式 (2.10),(2.15),(2.18)

より、シュタルク混合状態の波動関数 (2.15)の線形結合係数 cαn(R, F )をもって無電場の固有状態
の構造因子 Gn(R)の線形結合の形

Gα(R, F ) =
∑
n

cαn(R, F )Gn(R) (2.20)

で与えられる。また、式 (2.19)で

κα(R, F ) =
√
2Iα(R, F )

Iα(R, F ) = E(1)
α (R, F )− E

(2)
0 (R, F ) (2.21)

である。ここで、Iα(R, F )はエネルギーのシュタルク・シフトを考慮したイオン化ポテンシャル
であり、κα(R, F )は対応する波数である。分子の全イオン化レートへの寄与は、エネルギーが最
も低いシュタルク混合状態 α = 1sσ へのイオン化が支配的である。そのため、イオン化レートは
ΓP
1sσ(R, F ) で近似される。この近似を、ME-WFAT-P と呼ぶ。ここで P は分極 (polarization)

を表す。F による ΓP
1sσ(R, F ) の漸近展開における主要項は Γ

(0)
1sσ(R, F ) に対応することに注意

する。２つの近似の間の違いは、水素分子と水素分子イオンの両方の基底状態のエネルギーの
シュタルク・シフトと水素分子イオンの分極の効果を表す高次の項の寄与に由来する。ここで、
ME-WFAT-PはME-WFAT(1) [14, 15]とは異なることを強調しておく。後者は電場 F による漸
近展開の１次の項までをすべて考慮しているが、前者には１次の項の一部のみと、同時にいくつか
のより高次の項が含まれる。

2.3 スペクテータの効果
トンネルイオン化では、水素分子イオンのポテンシャルの井戸とイオン化の漸近領域 η → ∞と
を隔てるクーロン障壁を、電子がトンネル効果によって透過する (図 1.1)。この過程は水素分子イ
オンのクーロン電場のもとで起こり、電子が障壁を透過する確率は電場因子 (2.11)の表式の指数に
ある核電荷 Z に依存する。そこで、原子核が十分に離れている任意の多原子分子を考える。クー
ロン障壁を透過して放出される電子が初め１つの核に局在したと仮定し、その後イオンの全電荷が
複数の原子核の間で分配されたとする。このとき、電子が放出された核を親イオン、それ以外の核
をスペクテータと呼ぶ。電子は、親イオンから漸近領域へと放出される際に有効核電荷の変化を感
じる。その変化は、スペクテータに局在する電荷の大きさに相当する (図 2.4)。
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図 2.4 水素分子トンネルイオン化におけるスペクテータと親イオンの模式図。ただし、図は電
場 Fと分子配向Rが平行な場合を示す。赤の丸は水素分子の２つの原子核を、青の丸はイオン
化により放出される電子を表す。核間距離が大きい時 (R ≫ 1)、親イオン (図の下方 z < 0 の
核)から水素分子の１つの電子が放出され、もう一方の電子は親イオンとスペクテータ (図の上
方 z > 0の核)の間で分配される。この時、イオン化により放出される電子はスペクテータの核
電荷 Zs に相当する有効核電荷の変化を感じる。これは、電子は親イオンの近傍では親イオンの
核電荷 Zp のみを感じるが、分子より遠方では分子イオン全体の核電荷 Zp + Zs = Z = 1を感
じるためである。この有効核電荷の変化がトンネルイオン化に及ぼす影響を、スペクテータの
効果と呼ぶ。

スペクテータの電荷がトンネルイオン化に及ぼす影響は、核電荷の空間的な分布を無視できるコ
ンパクトな系に対して発展された弱電場漸近理論 [11, 13]では考慮されていない。このスペクテー
タの効果は文献 [34]で定式化され、親イオンとスペクテータとの間の距離がクーロン障壁の幅と
比較して同等以上に離れるとき、分子イオンにおける電荷の分布がイオン化レートに影響すること
が示された。そこで、H2 のトンネルイオン化におけるスペクテータの効果を考える。

2.3.1 β = 0◦, 90◦ の場合
初めに、電場に対して分子軸が平行な場合を考える。このとき、トンネルイオン化は z < 0 の
核から優先的に起こる。なぜならば、z > 0 の核に局在する電子は、さらに２つの核の間にある
クーロン障壁を透過して z < 0 の核に到達しなければならないためである。２つの核の電荷の大
きさはそれぞれ 1であるが、シュタルク混合状態の分子イオンの電子によって部分的に遮蔽され、
有効核電荷 Zp と Zs を持つ親イオンとスペクテータとなる。これらの有効核電荷 Zp, Zs は条件
Zp + Zs = Z = 1を満たし、それぞれイオン化後に残る電子の電荷密度の分布により定められる。
空間 z > 0, z < 0における電荷密度 [ψ

(1)
1sσ(r;R∥, F )]

2 の合計をそれぞれN+, N− (N++N− = 1)

とおき、Zs = 1−N+, Zp = 1−N− と仮定すると自然である。このとき、スペクテータの効果を
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取り入れたイオン化レートは次のように表される [34]。

ΓPS
1sσ(R∥, F ) =

(
RF

2κ2

)2Zs/κ (1 + ζ

1− ζ

)2ζZs/κ

ΓP
1sσ(R∥, F ) (2.22)

ただし、
ζ =

κ
(κ2 + 2RF )1/2

(2.23)

である。また、κ = κ1sσ(R∥, F )である。より一般的な、任意の β に対するイオン化レートの導
出は次の 2.3.2項で行う。ここで、式 (2.22)の近似をME-WFAT-P-Sと呼ぶ。Sはスペクテータ
(spectator) を表す。ΓP

1sσ(R∥, F )にかかっているスペクテータ因子は、物理的に期待される通り
Zs = 0 で 1 になる。また、十分に核間距離が小さく、RF ≪ κ2 が満たされる場合も１になる。
この場合、親イオンとスペクテータとの間の距離 Rはクーロン障壁の幅 ∼ κ2/F より小さく、そ
のため２つの核の正味の効果は、電場因子 (2.11)における分子イオンの全電荷 Z で表される。R
の小さい場合において Zs および Zp の定義に曖昧さがあるが、この場合は式 (2.19) におけるス
ペクテータの因子が Zs の値に依らず 1に近づくため、イオン化レートへの影響はない。反対に、
RF ≫ κ2 が満たされる場合、スペクテータ因子は、ΓP

1sσ(R∥, F ) を補正し、式 (2.11) の電荷 Z

を親イオンの電荷 Zp で置き換えたときの ΓPS
1sσ(R∥, F )を与える。これは、スペクテータが存在せ

ず、親イオンのみが存在する場合のイオン化レートに相当する。式 (2.22)は、これらの２つの極限
の間の全ての Rの範囲で成り立つ。
ここで、電場に対して分子軸が平行な場合のイオン化レート (2.22)の基礎となる、Rが大きい時
のトンネルイオン化の物理的描像を再確認する。１つの電子がイオン化により放出されるとき、も
う一方の電子は分子イオンに残り、２つの原子核の間で再び分配される。なぜならば、H+

2 の 1sσ

と 2pσ の２つの状態が殆ど縮退しており、電場による相互作用のため２つの状態が強く結合する
ためである。これは分極の効果である。トンネルイオン化の過程は、距離 R だけ離れた親イオン
とスペクテータとのクーロン電場のもとで起こり、イオン化レートは分子イオンの全電荷がどの様
に分布するかに依存する。これはスペクテータの効果である。
電場に対して分子軸が垂直な場合には、状況が全く異なる。なぜならば、電場による 1sσと 2pσ

の２つの状態の結合が、各状態の対称性から起きなくなるためである。小さい R に対しては、電
子が２つの核の間に等しく分布する分子イオンのシュタルク混合状態 ψ

(1)
1sσ(r;R⊥, F )になる。と

ころが、この場合のスペクテータの効果は小さい。一方 Rが大きく、1sσ と 2pσ との２つの状態
が殆ど縮退しているところでは、２つの電子の間のクーロン反発の効果が重要になる。すなわち、
一方の核からクーロン障壁をすり抜けた電子の電場によって 1sσ と 2pσ の２つの状態が結合し、
残った電子が他方の核へと移動する。結果として、スペクテータの電荷は Rが増加すると 0にな
り、効果はなくなる。この説明は、先行研究の ab initio 計算 [23] の R が大きいときのイオン化
レートの結果が、単純に水素原子のイオン化レートの２倍に近づくことにより裏付けられる。具体
的な数値などは第４章で述べる。したがって、電場に対して分子軸が垂直な場合は、H2 のスペク
テータの効果は小さく、無視できると結論する。
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2.3 スペクテータの効果

2.3.2 任意の β の場合
2.3.1項の議論は、イオン化レートの異方性比 Γ∥/Γ⊥ の計算をするため、特に β = 0◦, 90◦ の場
合に限定して行った。しかし任意の配向角 β に対するME-WFAT-P-Sの定式化について議論する
ことは有益である。式 (2.22)のスペクテータ因子は、文献 [34]において定式化されたものである。
そこで、以下では文献 [34] に沿い、任意の配向角 β に対するスペクテータ因子の導出を試みる。
以下の議論の特殊な場合 (β = 0◦)として、式 (2.22)のスペクテータ因子が与えられる。
はじめに、２つの核が成すポテンシャルを次のように表す。

V (r) = ZpU(r) + ZsU(|r−R|) (2.24)

ここで、U(r) = −1/r は核のクーロンポテンシャルである。親イオンの位置を座標の原点にとり、
スペクテータの位置を

R = R(sinβ, 0, cosβ) (2.25)

とおく。Rが大きい場合を考え、有効核電荷 Z(r) = −rV (r)を次のように展開する。

Z(r) = Zp +
Zsr√

(x−R sinβ)2 + y2 + (z −R cosβ)2

= Zp + Zs
ξ + η

2

[(
ξ + η

2

)2

− 2R sinβ
√
ξη cosφ− 2R cosβ

ξ − η

2
+R2

]−1/2

= Zp + Zs(ξ + η)
[
(η2 + 4ηR cosβ + 4R2)− 8R sinβ

√
ξη cosφ+ 2ξ(η − 2R cosβ) + ξ2

]−1/2

= Zp +
Zsη√

η2 + 4ηR cosβ + 4R2
+

4ZsηR sinβ
√
ξη cosφ

(η2 + 4ηR cosβ + 4R2)3/2
+O(R−1) (2.26)

第３項のオーダーは O(R−1/2)である。ここでは、第２項の寄与までを考慮する。一様静電場の印
加により、電子は親イオンのポテンシャル障壁を η 方向に透過する。ポテンシャル障壁の外側にお
いて、電子のフラックス fν(η)は方程式[

d2

dη2
+
Fη

4
+
E

2
+
βν(η)

η

]
fν(η) = 0 (2.27)

を満たす。添え字の ν は、放物量子数の組 (nξ,m)を表す。ここで、

βν(η) = βν + Z(r)− (Zp + Zs)

= βν + Zs

[
η√

η2 + 4ηR cosβ + 4R2
− 1

]
(2.28)

である。βν は分離定数と呼ばれ、放物座標で変数分離を行う際に現れる定数である。fν(η) は
η → ∞の極限で電子のフラックスの振幅 fν を定め、fν のノルム自乗が各イオン化のチャネルの部
分イオン化レートを与える。無電場 F = 0では、(nξ,m) = (0, 0)に対して β00 = Zp + Zs − κ/2
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第 2章 理論

（κ =
√
−2E とおく）であり、β00(η)は次の式で与えられる。

β00(η) =
(
Zp + Zs −

κ
2

)
+ Zs

[
η√

η2 + 4ηR cosβ + 4R2
− 1

]

= Zp +
Zsη√

η2 + 4ηR cosβ + 4R2
− κ

2
(2.29)

式 (2.29)より、ポテンシャル障壁の内側の電子波動関数 g00(η)の方程式が得られる。[
d2

dη2
− κ2

4
+
Zp

η
+

Zs√
η2 + 4ηR cosβ + 4R2

− κ
2η

]
g00(η) = 0 (2.30)

この方程式を解く。まず無次元量 x = η/Rを導入すると、式 (2.30)は次のように書ける。[
d2

dx2
−R2ρ0(x)−Rρ1(x)

]
g00(η) = 0 (2.31)

ただし、

ρ0(x) =
κ2

4
(2.32a)

ρ1(x) = −Zp

x
− Zs√

x2 + 4x cosβ + 4
+

κ
2x

(2.32b)

である。そこで、g00(η)の形を

g00(η) = g00R
Z/κ−1/2 exp [Rσ0(x) + σ1(x)] (2.33)

とおいて方程式 (2.30)に代入すると、

σ′2
0 (x) = ρ0(x) (2.34a)

2σ′
0(x)σ

′
1(x) + σ′′

0 (x) = ρ1(x) (2.34b)

を得る。ポテンシャル障壁の内側の解 g00(η)は η → ∞, (x→ ∞)で指数関数的に減衰するので、

σ0(x) = −κx
2

(2.35)

σ′
1(x) = (ρ1(x)− σ′′

0 (x))/2σ
′
0(x)

=

(
Zp

κ
− 1

2

)
1

x
+

Zs

κ
√
x2 + 4x cosβ + 4

(2.36)

となる。σ′
1(x)の第２項は次の通り積分される。

Zs

κ

∫
dx

1√
x2 + 4x cosβ + 4

=
Zs

κ

∫
dx

1√
(x+ 2 cosβ)2 + 4 sin2 β

=
Zs

κ
ln


√

(x+ 2 cosβ)2 + 4 sin2 β + (x+ 2 cosβ)

C

 (2.37)
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2.3 スペクテータの効果

ただし、C は積分定数である。σ1(x)は β = 0で文献 [34]の式 (67b)と一致するため、C = 2で
ある。ゆえに、

σ1(x) =

(
Zp

κ
− 1

2

)
lnx+

Zs

κ
ln

(√
x2 + 4x cosβ + 4 + x+ 2 cosβ

2

)
(2.38)

となる。式 (2.33),(2.35),(2.38)より、g00(η)が導出された。

g00(η) = g00 e
−κη/2ηZp/κ−1/2

[√
η2 + 4ηR cosβ + 4R2 + η + 2R cosβ

2

]Zs/κ

(2.39)

g00は漸近係数と呼ばれ、ポテンシャル障壁への波動関数の染み出しに相当する。領域 1 ≪ η ≪ 2R

では、この式は次の通り変形される。

g00(η) = g00 e
−κη/2ηZp/κ−1/2

[
R

(√
1 +

η

R
cosβ +

( η

2R

)2
+ cosβ +

η

2R

)]Zs/κ

= g00 e
−κη/2ηZp/κ−1/2

[
R
(
1 +

η

2R
cosβ + cosβ +

η

2R

)]Zs/κ

= g00 e
−κη/2ηZp/κ−1/2

[
R(1 + cos β)

(
1 +

η

2R

)]Zs/κ

= g00 e
−κη/2ηZp/κ−1/2 [(1 + cos β)R]

Zs/κ (2.40)

ここで、1s状態にある親イオンの漸近係数を g1s とおくと

g00 = g1s [(1 + cos β)R]
−Zs/κ (2.41)

と表される。この式は、親イオンに局在する電子の波動関数のポテンシャル障壁への染み出し g1s

の、スペクテータの効果による補正を表している。
一方、パラメタ y = Fη/κ2 を導入すると、f00(η)の方程式 (2.27)は次の通り書き変えられる。[

d2

dy2
+ F−2q0(y) + F−1q1(y)

]
f00(η) = 0 (2.42)

ただし、

q0(y) =
κ6

4
(y − 1), (2.43)

q1(y) =
κ2

y

[
Zp −

κ
2
+

Zsy√
(y +A)2 +B2

]
− µzκ4

2
(2.44)

である。ここで、簡単のため

A =
2RF cosβ

κ2
(2.45)

B =
2RF sinβ

κ2
(2.46)
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とおいた。そこで、f00(η)の形を

f00(η) = f00

(
2

κ

)1/2

exp
[
iF−1s0(y) + is1(y)

]
(2.47)

とおいて方程式 (2.42)に代入すると、

s′20 (y) = q0(y) (2.48a)

2s′0(y)s
′
1(y)− is′′0(y) = q1(y) (2.48b)

を得る。ポテンシャル障壁の外側の解 f00(η)は η → ∞, (y → ∞)で外向き波に漸近するので、

s0(y) =
κ3

3
(y − 1)3/2 (2.49)

s′1(y) = (q1(y) + is′′0(y))/2s
′
0(y)

=
i

4

1

y − 1
− κµz

1

2
√
y − 1

+

(
2Zp

κ
− 1

)
1

2y
√
y − 1

+
Zs

κ
1

√
y − 1

√
(y +A)2 +B2

(2.50)

となる。s′1(y)の４つの項は次の通り積分される。∫
dy

y − 1
= ln(y − 1), (2.51)∫

dy

2
√
y − 1

=
√
y − 1, (2.52)∫

dy

2y
√
y − 1

= arctan
√
y − 1 (2.53)

最後の１つの項は、∫
dy

√
y − 1

√
(y +A)2 +B2

=
2i√

A− iB + 1
F

(
i

√
A− iB + 1

y − 1

∣∣∣∣∣ A+ iB + 1

A− iB + 1

)
(2.54)

となる。ただし、F (λ |m)は第１種楕円積分であり、

F (λ |m) =

∫ λ

0

dt√
1− t2

√
1−mt2

(2.55)

と定義される。ゆえに、式 (2.54)は y ≫ 1でゼロに収束する。 なぜなら、楕円積分の積分区間の
上限がゼロとなるためである。以上より、s1(y)は

s1(y) =
i

4
ln(y − 1)− µzκ(y − 1)1/2

+
2Zp − κ

κ

[
arctan(y − 1)1/2 − π

2

]
+
Zs

κ
2i√

A− iB + 1
F

(
i

√
A− iB + 1

y − 1

∣∣∣∣∣ A+ iB + 1

A− iB + 1

)
(2.56)

19



2.3 スペクテータの効果

となる。ζ̃ = (A− iB + 1)−1/2 とおくと、式 (2.56)の第３項は次の通り表せる。

i
2ζ̃Zs

κ
F

 i

ζ̃(y − 1)1/2

∣∣∣∣∣∣
(
ζ̃

ζ̃∗

)2
 (2.57)

β = 0 では、式 (2.57) の楕円積分の第２引数が１となり、s1(y) は楕円積分を含まない形で表さ
れる。
解を y ≪ 1 に解析接続するため、s1(y) に y − 1 = eiπ(1 − y) を代入する。y ≪ 1 を踏まえ、

y − 1 = eiπ を式 (2.57)の楕円積分に代入すると、y に依存しない値

I = F

ζ̃−1

∣∣∣∣∣∣
(
ζ̃

ζ̃∗

)2
 (2.58)

が得られる。図 2.5, 2.6に、I = I(ζ̃)の計算結果を示す。

図 2.5 複素数のパラメタ ζ̃ に対する楕円積分 I の実部の計算結果。
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図 2.6 複素数のパラメタ ζ̃ に対する楕円積分 I の虚部の計算結果。

よって、式 (2.47),(2.49),(2.56)より、f00(η)は次の通り表せる。

f00(η) = f00

(
2

κ

)1/2(
Fη

4κ2

)Zp/κ−1/2

exp

[
− ζ̃Zs

κ
(2I − iπ)

]
e−κη/2

× exp

[
κ3

3F
+ µzκ +

iπ

4
− iπ(Zp + ζ̃Zs)

κ

]
(2.59)

このポテンシャル障壁の外側の解 (2.59) を内側の解 (2.40) と接続することで、イオン化振幅 f00

を得る。

f00 =
g00κ1/2

21/2

(
4κ2

F

)Zp/κ−1/2

[(1 + cos β)R]
Zs/κ exp

[
ζ̃Zs

κ
(2I − iπ)

]

× exp

[
iπ(Zp + ζ̃Zs)

κ
− iπ

4
− κµz −

κ3

3F

]
(2.60)

ノルム自乗をとり、イオン化レートが得られる。

Γ ≈ |f00|2 =

(
(1 + cos β)RF

4κ2

)2Zs/κ

exp

(
4Zs

κ
ℜ
(
ζ̃I
))

G2
00W00(F,κ) (2.61)

ただし、

G00 = g00 exp (−κµz) (2.62)

W00 =
κ
2

(
4κ2

F

)2Z/κ−1

exp

(
−2κ3

3F

)
(2.63)
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2.3 スペクテータの効果

である。この結果は、β = 0において式 (2.22)のスペクテータ因子を与える。ゆえに、この結果は
スペクテータ因子の任意の配向角 β への拡張となる。ただし、この式を β ̸= 0の場合に適用する
ためには、さらに任意の配向角 β に対する Zs の定式化を行わなければならない。
スペクテータ因子において、核間距離 R と電場 F は必ず積の形 RF で現れる。そのため、積

RF はスペクテータの効果の定式化において重要なパラメタである。以下では、その２つの極限
RF → 0, RF → ∞を考える。まず、RF → 0に対して、ζ̃ は次の式を満たす。

ζ̃ ≈ 1− RF

κ2
e−iβ (2.64)

ゆえに、

ζ̃−1 ≈ 1 +
RF

κ2
e−iβ , (2.65)

(ζ̃∗)−1 ≈ 1 +
RF

κ2
eiβ (2.66)

である。従って、式 (2.58)の楕円積分の第２引数は次の通り展開される。(
ζ̃

ζ̃∗

)2

≈ 1 + i 4
RF

κ2
sinβ (2.67)

そこで、パラメタ

x =
RF

κ2
e−iβ (2.68)

a = i 4eiβ sinβ (2.69)

を定義して、積分 (2.58)を次のように表す。

I(x) =

∫ λ

0

dt√
(1− t2) (1−mt2)

(2.70)

ただし、
λ = 1 + x, m = 1 + ax (2.71)

である。ここで、RF → 0より
x→ 0, a = O(x0) (2.72)

であることに注意する。I(x)の x→ 0における漸近的な形を

I(x) = C1 lnx+ C2 +O(x0) (2.73)

と仮定し、
I(x) = I1(x) + I2(x) (2.74)
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とおく。ただし、

I1(x) =
1

2

∫ λ

0

dt√
(1− t) (1−

√
mt)

(2.75)

I2(x) =

∫ λ

0

dt√
(1− t) (1−

√
mt)

[
1√

(1 + t) (1 +
√
mt)

− 1

2

]
(2.76)

である。このとき、積分 I1(x)は次のように計算される。

I1(x) = − 1

m1/4
ln

(
m1/4

√
−x+

√
1−

√
m(1 + x)

m1/4 + 1

)
(2.77)

これは、x→ 0で次のように展開される。

I1(x→ 0) = −1

2
ln

−a2x

16
(
1 +

√
1 + a/2

)2 (2.78)

一方、２つ目の積分 (2.76)は、

I2(x→ 0) =
1

2

∫ 1

0

dt

1 + t
=

1

2
ln 2 (2.79)

となる。ゆえに、
I(x→ 0) = −1

2
ln

−a2x

32
(
1 +

√
1 + a/2

)2 (2.80)

である。式 (2.68)と (2.69)を式 (2.80)に代入して次の式を得る。

I(RF → 0) = −1

2
ln

(
RF

2κ2

)
− 1

2
ln

 eiβ sin2 β(
1 +

√
1 + i 2eiβ sinβ

)2
 (2.81)

よって、
2I − iπ = − ln

(
RF

2κ2

)
+ ln

(
− e−iβ

sin2 β

(
1 +

√
1 + i 2eiβ sinβ

)2)
(2.82)

である。式 (2.82)の第２項の真数は、次のように変形される。

−2e−iβ

sin2 β

(
1 + ieiβ sinβ +

√
1 + i 2eiβ sinβ

)
= −2e−iβ

sin2 β

(
1− sin2 β + i cosβ sinβ +

√
1− 2 sin2 β + i 2 cosβ sinβ

)
= −2e−iβ

sin2 β
eiβ(cosβ − 1)

=
2

1 + cosβ
(2.83)
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2.3 スペクテータの効果

ζ̃ → 1を踏まえ、この結果をイオン化振幅 f00 の式 (2.60)に代入すると次の式が得られる。

f00 =
g00κ1/2

21/2

(
4κ2

F

)Z/κ−1/2

exp

[
− iπ

4
+
iπZ

κ
− κµz −

κ3

3F

]
(2.84)

β に依存する因子はすべてキャンセルされ、f00 は、スペクテータの核電荷 Zs と親イオンの核電
荷 Zp を用いず、全核電荷 Z = 1のみを用いた形で与えられる。すなわち、スペクテータの効果は
RF → 0の極限では β に依らず現れない。
一方、RF → ∞に対して ζ̃ は次の式を満たす。

ζ̃ ≈
(
2RF

κ2

)−1/2

eiβ/2 (2.85)

ゆえに、楕円積分 I は
I = F

(
ζ̃−1

∣∣∣ ei2β)∣∣∣
ζ̃−1→∞×e−iβ/2

(2.86)

と表せる。この時、β = 0, π では第２引数が 1となり、楕円積分が解析的に求まる。先ず、β = 0

に対しては
I =

∫ ∞

0

dt

1− t2
(2.87)

であるが、被積分関数が t = 1に特異点を持つので次の図 2.7の経路で積分を行う。

図 2.7 β = 0での楕円積分 I の RF → ∞における極限値計算の積分経路。

24



第 2章 理論

経路 C2 は t = 1を中心とする半径 εr の半円であり、経路 C4 は t = εR を中心とする半径 εR

の半円である。εr → 0, εR → ∞の極限を考える。まず、コーシー・グルサの定理より∫
C1+C2+C3+C4

dt

1− t2
= 0 (2.88)

が成り立つ。経路 C2 での積分は、t = 1 + εre
iϑr の変数変換を行い、次の様に求められる。

lim
εr→0

∫
C2

dt

1− t2
= lim

εr→0

∫ 0

π

iεre
iϑr

1− (1 + εreiϑr )2
dϑr = lim

εr→0
i

∫ π

0

dϑr
2 + εreiϑr

= i

∫ π

0

dϑr
2

=
iπ

2
(2.89)

また、経路 C4 での積分は、t = εR + εRe
iϑR の変数変換を行い、次の様に求められる。

lim
εR→∞

∣∣∣∣∫
C4

dt

1− t2

∣∣∣∣ ≤ lim
εR→∞

∫ π

0

∣∣∣∣ iεRe
iϑR

1− (1 + εReiϑR)2

∣∣∣∣ dϑR = lim
εR→∞

∫ π

0

dϑR
|2 + εReiϑR |

= 0

(2.90)

ゆえに、式 (2.88)より
I =

∫ ∞

0

dt

1− t2
= − iπ

2
(2.91)

となる。
一方、β = π に対しては

I =

∫ −i∞

0

dt

1− t2
= − iπ

2
(2.92)

である。β ̸= 0, π では、I が ζ̃ → 0で有限の値を持つとき、式 (2.60)の１行目の指数関数の引数
がゼロとなる。このとき、イオン化振幅は

f00 ≈ g00κ1/2

21/2

(
4κ2

F

)Zp/κ−1/2

[(1 + cos β)R]
Zs/κ

× exp

[
iπZp

κ
− iπ

4
− κµz −

κ3

3F

]
(2.93)

となる。この f00 は、Zp と g00 [(1 + cos β)R]
Zs/κ ≈ g1s をそれぞれ Z と g00 で置き換えたとき

式 (2.84)と一致する。すなわち、イオン化振幅 (2.93)は、スペクテータが存在せず、核電荷 Zp の
核から電子が放出される場合のイオン化振幅と等価である。このとき、ノルム自乗を計算して次の
イオン化レートを得る。

Γ ≈
(
RF

2κ2

)2Zs/κ

cos4Zs/κ
(
β

2

)
G2

00W00(F,κ) (2.94)

2.4 核運動の効果
ここまでの議論では、核運動を無視して H2 の核間距離を固定していた。ところが、核運動の効
果はイオン化レートに重大な影響を与えることが、水素分子の強電場イオン化における同位体効果
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2.4 核運動の効果

の観測から最近示された [36]。本研究では、この効果を文献 [35]にしたがって取り入れた。はじ
めに、ボルン・オッペンハイマー近似において、水素分子の核運動の基底状態は次の方程式の解と
して定義される。 [

− 1

M

d2

dR2
+

1

R
+ E

(2)
0 (R, F )− E0(β, F )

]
χ0(R, F ) = 0 (2.95)

ここで、M は核質量である。第１項は核運動のエネルギー、第２項は原子核間のクーロン反発の
項である。電場 F が印加されると、式 (2.95)における電子のエネルギー E

(2)
0 (R, F )は複素数に

なる [13,22,52]。そして、その虚部が前節までの固定されたRに対するイオン化レートを与える。
また分子の全エネルギー E0(β, F )も複素数となり、その虚部は、核運動の効果を含んだ分子のイ
オン化レートを与える。弱電場の極限 F → 0では、電子のエネルギーは式 (2.14)により与えられ
る。また、核運動の効果を含むイオン化レートは、ボルン・オッペンハイマー近似を適用し、状態
χ0(R, F )における核固定のイオン化レートの期待値として求めることができる。電場に対して分
子軸が平行な場合は、式 (2.22)で与えられる、ME-WFAT-P-Sのイオン化レートの期待値をとる。

ΓPSN
1sσ,∥(F ) =

∫ ∞

0

ΓPS
1sσ(R∥, F )χ

2
0(R∥, F )dR (2.96)

この近似を、ME-WFAT-P-S-Nと呼ぶ。ここで、Nは核 (nuclear)を表す。電場に対して分子軸
が垂直な場合は、スペクテータの効果は無視される。そのため、状態 α = 1sσ に対し式 (2.19)で
与えられる、ME-WFAT-Pのイオン化レートの期待値をとる。

ΓPN
1sσ,⊥(F ) =

∫ ∞

0

ΓP
1sσ(R⊥, F )χ

2
0(R⊥, F )dR (2.97)

ここでは、分子が鋭く配向していると仮定して、核運動の効果のみを取り入れる。分子の回転運動
が基底回転状態の H2 のイオン化レートに与える効果は、文献 [53]で議論されている。
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第 3章 数値計算法
3.1 水素分子の２電子固有状態
この章では、第２章で述べた理論の数値的な実装について説明する。弱電場漸近理論における構
造因子を求めるために、高精度の水素分子の波動関数が必要である。電子間のクーロン反発を取り
入れた水素分子の２電子の波動関数は、文献 [54]で示された方法によるフリーのプログラムを用
いて、式 (2.1)を解くことで得られる。これは、現在のところ最も高い精度で H2 の固有関数を求
めるプログラムの１つである。本研究では、R < 6で計算精度が保証されている、対称なジェーム
ズ・クーリッジの基底関数系を用いた。ここで、その具体的な表式について説明する。
ここでは、分子座標系 (x′, y′, z′)を用いる。実験室系 (x, y, z)との関係は、x′y′

z′

 =

cosβ 0 − sinβ
0 1 0

sinβ 0 cosβ

xy
z

 (3.1)

である。水素分子の２つの核を A,B と呼び、それぞれの座標を (0, 0, R/2), (0, 0,−R/2)とおく。
水素分子のポテンシャルは２中心であり、かつ分子軸周りの回転対称性を持つ。そのため、２つの
焦点と、これらを結ぶ直線を回転軸に持つ扁長球面回転楕円体座標 (µ, ν, φ)を用いるのが自然であ
る（慣習的には (η, ξ, φ)と書かれるが、本論文では放物座標 (ξ, η, φ)と区別するためにこの表記を
用いる）。今、２つの核 A,B の位置に扁長球面回転楕円体座標の２つの焦点をおくと、次の分子座
標 (x′, y′, z′)との関係式が満たされる。

µ =
rB − rA

R
, |µ| ≤ 1 (3.2a)

ν =
rA + rB

R
, 1 ≤ ν <∞ (3.2b)

φ = arctan(y′/x′), 0 ≤ φ < 2π (3.2c)

ここで、rA, rB はそれぞれ２つの核 A,B からの距離を表す。µと ν の座標線は、それぞれ関係式
(3.2a), (3.2b)の通り、焦点を共有する双曲線と楕円に相当する（図 3.1）。
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3.1 水素分子の２電子固有状態

図 3.1 扁長球面回転楕円体座標。横軸は z 軸からの距離 ρ =
√
x2 + y2 である。R = 1.4で、

µ, ν の座標線を示している。それぞれ、２点 (0, 0,±R/2) を焦点とする双曲線と楕円である。
その交点として空間上の位置が指定される。

µと ν は、それぞれ R≪ r において

µ ∼ cos θ (3.3)

ν ∼ 2

R
r (3.4)

となり、それぞれ極座標 (r, θ, φ) の角度 θ と動径 r に対応する。関係式 (3.2) より、各パラメタ
(µ, ν, φ)のスケール因子は次の通り求まる。

hµ =
R

2

√
ν2 − µ2

1− µ2
(3.5a)

hν =
R

2

√
ν2 − µ2

ν2 − 1
(3.5b)

hφ =
R

2

√
(1− µ2) (ν2 − 1) (3.5c)
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よって、扁長球面回転楕円体座標 (µ, ν, φ)の体積要素 dV とラプラシアン ∆は

dV = hµhνhφdµdνdφ

=
R3

8

(
ν2 − µ2

)
dµdνdφ (3.6)

∆ =
1

hµhνhφ

[
∂

∂µ

(
hνhφ
hµ

∂

∂µ

)
+

∂

∂ν

(
hφhµ
hν

∂

∂ν

)
+

∂

∂φ

(
hµhν
hφ

∂

∂φ

)]
=

4

R2

[
1

ν2 − µ2

(
∂

∂µ

(
1− µ2

) ∂

∂µ
+

∂

∂ν

(
ν2 − 1

) ∂

∂ν

)
+

1

(1− µ2) (ν2 − 1)

∂2

∂φ2

]
(3.7)

である。
対称なジェームズ・クーリッジの基底関数系は、２つの電子 1, 2の位置を (µj , νj , φj) , (j = 1, 2)

とおくと次の通り表せる。

ϕ{n}(r12, µ1, ν1, µ2, ν2) =
1

R3
exp [−αR(ν1 + ν2)]

(r12
R

)n0

µn1
1 µn2

2 νn3
1 νn4

2 (3.8)

ここで、r12 = r12(µ1, ν1, µ2, ν2, φ2 − φ1) は２電子間の距離である。添字の {n} は指数の組
(n0, n1, n2, n3, n4) を表し、その合計

∑4
i=0 ni の最大値 Ω を定めて基底関数の数を決める。分子

座標系における H2 の２電子波動関数 ψ̃
(2)
n (r12, µ1, ν1, µ2, ν2)は、ジェームズ・クーリッジの基底

関数系を用いて次のように展開される。

ψ̃
(2)
0 (r12, µ1, ν1, µ2, ν2) =

1

4

(
1̂ + P̂12

)(
1̂ + P̂AB

)∑
{n}

c{n}ϕ{n}(r12, µ1, ν1, µ2, ν2) (3.9)

ただし、P̂12, P̂AB はそれぞれ２つの電子、２つの核の位置の交換を表す演算子である。２つの粒
子の位置を交換した関数同士を足し合わせることで、H2 の基底状態がもつ対称性 1Σ+

g が表現さ
れる。
与えられた Ωに対し、エネルギー E

(2)
0 (R)は式 (3.8)に含まれる非線形のパラメタ αの関数と

して与えられる。そこで、変分法では αが E
(2)
0 (R)の最小を与えるときの解を求める。本研究で

は、Ω = 16として計算を行った。
図 3.2に、無電場の H2 のポテンシャル曲線を黒の実線で示した。このポテンシャル曲線は、平
衡核間距離 R0 = 1.4011で最小値をとる。
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図 3.2 H2 と H+
2 のポテンシャル曲線。実線は無電場 F = 0、破線はシュタルク・シフトした

ポテンシャル曲線を表す。ただし、後者の条件は F = 0.1, β = 0◦ である。F = 0 において、
H2 の電子のエネルギー E(R) は、式 (2.1) で定義される E

(2)
0 (R) に等しい。一方、F = 0.1

の場合は、式 (2.14)で定義される E
(2)
0 (R∥, F )に等しい。また、黒丸は ab initio 計算によっ

て得られたポテンシャル曲線 [23]である。F = 0における H+
2 の電子のエネルギー E(R)は、

式 (2.3) で定義される E
(1)
n (R) に等しい。一方、F = 0.1 の場合は、式 (2.16) で定義される

E
(1)
α (R, F ) に等しい。本研究では、図に示した最もエネルギーの低い３つの状態のみの間で
シュタルク混合を計算する。β = 0◦ では、2pπ 状態は他の２つの状態と結合しない。そのた
め、図で青の実線と破線とは互いに一致している。

3.2 水素分子イオンの１電子固有状態
水素分子イオンの１電子波動関数は、文献 [25]と同様に、ヤコビ多項式とラゲール多項式に基づ
く離散変数表示法 [56]を用いて、扁長球面回転楕円体座標（長球座標）の下で式 (2.3)の解を精密
計算して得た。この数値計算の詳細について以下に説明する。

3.2.1 解くべき方程式
解くべきシュレディンガー方程式は、分子座標系では次の通り表される。[

−∆

2
− ZA

rA
− ZB

rB
− E

]
ψ̃(1)
n (rA, rB , φ;R) = 0 (3.10)

ただし、ここでは簡単のため E = E
(1)
n (R)の表記を用いている。また、一般の２核１電子の系を

考えて、２つの核電荷を ZA, ZB とおいている。水素分子イオンの場合は、ZA = ZB = 1である。
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解くべき方程式 (3.10)は、扁長球面回転楕円体座標 (µ, ν, φ)の下で完全に変数分離される。実際
に、ψ̃(1)

n (µ, ν, φ) =M (µ)N (ν)Φ (φ)を式 (3.2), (3.7)と併せて方程式 (3.10)に代入すると[
d

dµ

(
1− µ2

) d

dµ
+R (ZB − ZA)µ+

ER2

2

(
1− µ2

)
− m2

1− µ2
+Aµ

]
M (µ) = 0 (3.11a)[

d

dν

(
ν2 − 1

) d

dν
+R (ZA + ZB) ν +

ER2

2

(
ν2 − 1

)
− m2

ν2 − 1
−Aν

]
N (ν) = 0 (3.11b)[

d2

dφ2
+m2

]
Φ(φ) = 0 (3.11c)

を得る。ただし、式中の Aµ, Aν ,mはそれぞれ変数分離の際に生じる定数である。特に Aµ = Aν

の条件下で、式 (3.11) は式 (3.10) と等価になる。今、体積要素が式 (3.6) で与えられることに注
意すると、波動関数 ψ̃

(1)
n (µ, ν, φ)の規格化条件は次の様になる。∫

dV
∣∣∣ψ̃(1)

n (µ, ν, φ)
∣∣∣2

=

∫ +1

−1

dµ

∫ ∞

1

dν
R3

8

(
ν2 − µ2

)
M2 (µ)N2 (ν)

∫ 2π

0

dφ |Φ(φ)|2 = 1 (3.12)

そこで、変数分離された各々の関数M(µ), N(ν),Φ(φ)の規格化をそれぞれ次の式で行う。∫ +1

−1

dµM2 (µ) = 1 (3.13a)∫ +1

−1

dµ

∫ ∞

1

dν
R3

8

(
ν2 − µ2

)
M2 (µ)N2 (ν) = 1 (3.13b)∫ 2π

0

dφ |Φ(φ)|2 = 1 (3.13c)

以上より、２核１電子の固有状態の解 E
(1)
n (R), ψ̃

(1)
n (µ, ν, φ)を得るためには、規格化条件 (3.13)

の下で方程式 (3.11) を解けば良い。ただし、このうち解析的に解ける方程式は式 (3.11c) のみで
ある。

Φ(φ) =
1√
2π

exp (imφ) , (m ∈ Z) (3.14)

ここで、整数mは磁気量子数である。

3.2.2 離散変数表示法
方程式 (3.11a), (3.11b)は解析的には解けないので、関数M(µ), N(ν)を適当な基底関数系で展
開してハミルトニアンの行列要素を計算し、数値対角化により解を求める。解くべき２つの方程式
(3.11a), (3.11b)は、離散変数表示法の基底 {πj(x)}Dj=1 を用いることで、ガウス求積に基づいて精
密に計算できる。一般的に、離散変数表示法では次の形の固有値問題を解く。(

ϵ(π) + u(π)
)
c(π) = λ(D)ρ(π)c(π) (3.15)
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ただし、上付き添字の (π)は基底 {πj(x)}Dj=1 による表現であることを、(D)はD個の基底で固有
状態を展開していることをそれぞれ表す。基底 {πj(x)}Dj=1 は D → ∞の極限で完全系を成す。そ
のため、D が大きくなるほど計算の精度が上がる。一方、式 (3.15)中の太字は行列を表し、それ
ぞれの成分は次の式で与えられる。

ϵ
(π)
jk =

D∑
n=1

TnjϵnTnk (3.16)

u
(π)
jk =

∫
dxπj(x)u(x)πk(x) ∼ u(xj)δjk (3.17)

ρ
(π)
jk =

∫
dxπj(x)ρ(x)πk(x) ∼ ρ(xj)δjk (3.18)

式 (3.16) で、Tnj は正規直交化された特殊関数の基底 {Πj(x)}Dj=1 と離散変数表示法の基底
{πj(x)}Dj=1 との変換行列であり、直交化された D 次の特殊関数 pD(x)の重み関数 w(x)と、j 番
目のゼロ点 xj におけるガウス求積の重み ωj をもって次の式で表される。

Tnj = (T−1)jn =

√
ωj

w(xj)
Πn(xj) (3.19)

行列 ϵ(π) は、計算に用いる基底の種類（ヤコビ多項式、ラゲール多項式など）を決めた段階で定
まる。一方、式 (3.17), (3.18)の右辺に現れる u(x), ρ(x)は、解くべき方程式の中身に依って決ま
る関数である。以下において方程式 (3.11a), (3.11b)に対する行列 ϵ(π),u(π),ρ(π) の具体的な形を
導く。

3.2.3 M(µ)の方程式
まず、方程式 (3.11a) を考える。計算に用いる基底の種類は、固有関数の定義域を見て決める。
固有関数M(µ)の定義域は |µ| ≤ 1であるから、µ = xとして、ここではヤコビ多項式の基底を用
いるのが適当である。ヤコビ多項式に重み関数の平方根 (1− x)α/2(1 + x)β/2 を乗じて正規直交化
した関数 P

(α,β)
n (x)は、次の微分方程式を満たす。[

d

dx

(
1− x2

) d

dx
−
(
α2

2

1

1− x
+
β2

2

1

1 + x

)
+ (n− 1) (n+ α+ β) +

1

4
(α+ β) (α+ β + 2)

]
P (α,β)
n (x) = 0

上の式で α = β = mとおくと、方程式 (3.11a)の −m2/
(
1− x2

)に相当する項が得られる。同じ
項は u (x)の計算で相殺されるため、ガウス求積を行う際に大きい誤差を生じ得る項はこの様にし
て形を揃えておく。[

d

dx

(
1− x2

) d

dx
− m2

1− x2
+ (n− 1) (n+ 2m) +m (m+ 1)

]
P (m,m)
n (x) = 0 (3.20)

ϵn は、上式 (3.20)の左辺の末２項である。

ϵn = (n− 1) (n+ 2m) +m (m+ 1) (3.21)

32



第 3章 数値計算法

ここで方程式 (3.11a)と式 (3.20)とを比べると、左辺第一項が同じ形をしている。このときは特に
変数変換を行う必要は無く、u(x), ρ(x)はそれぞれ直接次の様に与えられる。

u(x) = −R(ZB − ZA)x+
ER2

2
x2 (3.22)

ρ(x) = 1 (3.23)

以上の手続きにより、方程式 (3.11a)に対する行列 ϵ(π),u(π),ρ(π) の具体的な形が全て定まった。
すなわち

ϵ
(π)
jk =

D∑
n=1

Tnj [(n− 1) (n+ 2m) +m (m+ 1)]Tnk (3.24)

u
(π)
jk =

[
−R(ZB − ZA)xj +

ER2

2
x2j

]
δjk (3.25)

ρ
(π)
jk = δjk (3.26)

である。ただし、式 (3.24)の Tnj は次の様に与えられる。

Tnj =

√
ωj

w (xj)
P (m,m)
n (xj) (3.27)

重み関数 w (x)は、
w (x) =

(
1− x2

)m
(3.28)

で与えられる。結局、固有値方程式 (3.15) を解くと次の固有値 λ
(D)
µ 、固有ベクトル c

(π)
µ,j が得ら

れる。

λ(D)
µ = Aµ +

ER2

2
(3.29)

c
(π)
µ,j =

∫ +1

−1

dxM̃ (x)πj (x) (3.30)

ただし、M (µ(x)) = M̃(x)とした。よって固有ベクトル c
(π)
µ の規格化は、規格化条件 (3.13a)に

従って次の様に成される。
D∑

j=1

{c(π)µ,j}
2 = 1 (3.31)

波動関数 M̃ (x)は、基底変換行列 Tnj を用いて

M̃ (x) =

D∑
j=1

c
(π)
µ,j

D∑
n=1

TnjP
(m,m)
n (x) (3.32)

と与えられる。
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3.2 水素分子イオンの１電子固有状態

3.2.4 N(ν)の方程式
次に、方程式 (3.11b)を考える。固有関数 N の定義域は 1 ≤ ν <∞であるから、ここでは変数
変換 ν = 1+ sx (s = Const.)を行って定義域を 0 ≤ x <∞に写し、ラゲール多項式の基底を用い
るのが適当である。ただし sは固有値の計算が最適化されるように決める。ラゲール陪多項式に重
み関数の平方根 xm/2e−x/2 を乗じて正規直交化した関数 L

(m)
n (x)は、次の微分方程式を満たす。[

d

dx
x
d

dx
−
(
1

4
x+

m2

4x

)
+ n+

m− 1

2

]
L(m)
n (x) = 0 (3.33)

このとき、 ϵn は上式 (3.33)の末２項である。

ϵn = n+
m− 1

2
(3.34)

一方、方程式 (3.11b)は、ν2 − 1 = (ν − 1)
2
+ 2 (ν − 1)に注意して、ν = 1 + sxの変換で次の形

に書き換えられる。[
s

2

d

dx
x2

d

dx
+

d

dx
x
d

dx
+

1

2

(
ER2 + (ZA + ZB)R

)
s2x

+
ER2s3

4
x2 − m2

2x (sx+ 2)
+
s

2
(−Aν +R (ZA + ZB))

]
Ñ (x) = 0 (3.35)

ただし、N (ξ (x)) = Ñ (x) とした。式 (3.35) の通り、第一項に運動エネルギーの項が現れるが、
これに対応する行列要素Kjk は基底 {πj(x)}Dj=1 の性質を利用して次の通り求まる。

K
(π)
jk =

1

2

∫ ∞

0

dx
dπj (x)

dx
x2
dπk (x)

dx
=

D∑
n,l=1

TnjK
(Π)
nl Tlk (3.36)

ここで、
K

(Π)
nl =

1

2

∫ ∞

0

dx
dL

(m)
n (x)

dx
x2
dL

(m)
l (x)

dx
(3.37)

である。式 (3.36)の Tnj は次の様に与えられる。

Tnj =

√
ωj

w (xj)
L(m)
n (xj) (3.38)

重み関数 w (x)は、
w (x) = xmexp (−x) (3.39)

である。式 (3.37)の積分計算は、L(m)
n (x)の漸化式を用いて解析的に解ける。すなわち

K
(Π)
nl =

1

8

[
2n2 + 2 (m− 1)n−m+ 2

]
δnl

−1

8

√
n (n+ 1) (n+m) (n+m+ 1) δ|n−l|,2 (3.40)
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である。よって、式 (3.36), (3.37) より行列要素 K
(π)
jk を得る。次に、方程式 (3.33), (3.35) から

u(x), ρ(x)がそれぞれ与えられる。

u(x) = −
(
1

4
+

1

2

(
ER2 + (ZA + ZB)R

)
s2
)
x− ER2s3

4
x2 − m2s

4 (2 + sx)
(3.41)

ρ(x) =
s

2
(3.42)

以上の手続きにより、方程式 (3.35) に対する行列 ϵ(π),u(π),ρ(π) の具体的な形が全て定まった。
すなわち

ϵ
(π)
jk =

D∑
n=1

[
Tnj

(
n+

m− 1

2

)
Tnk + sK

(π)
jk

]
(3.43)

u
(π)
jk =

[
−
(
1

4
+

1

2

(
ER2 + (ZA + ZB)R

)
s2
)
xj −

ER2s3

4
x2j −

m2s

4 (2 + sxj)

]
δjk (3.44)

ρ
(π)
jk =

s

2
δjk (3.45)

である。固有値方程式 (3.15)を解くと、次の固有値 λ
(D)
ν 、固有ベクトル c

(π)
ν が得られる。

λ(D)
ν = −Aν +R (ZA + ZB) (3.46)

c
(π)
ν,j =

∫ ∞

0

dx Ñ (x)πj (x) (3.47)

なお固有ベクトル c
(π)
ν の規格化は、規格化条件 (3.13b)に従って次のように成される。先ず

D∑
j=1

{c(π)ν,j }
2 = 1 (3.48)

として、

s
R3

8

D∑
j=1

[
{c(π)ν,j xj}

2 − {c(π)µ,jyj}
2
]
= 1 (3.49)

である。ただし、式中の yj はヤコビ多項式 P
(m,m)
D (y)の j 番目のゼロ点である。なお式の先頭の

sは、ν を xに置換して積分する際に生じる。波動関数 Ñ (x)は、基底変換行列 Tnj を用いて

Ñ (x) =

D∑
j=1

c
(π)
ν,j

D∑
n=1

TnjL
(m)
n (x) (3.50)

と与えられる。
以上の通り、ある E に対して固有関数 M̃(x), (|x| ≤ 1) と Ñ(x), (0 ≤ x < ∞) の固有値方
程式 (3.15) を立てると、固有値としてそれぞれ Aµ(E), Aν(E) が得られる。そこで、解くべき
方程式 (3.10) の固有値 E、固有関数 ψ̃

(1)
n (µ, ν, φ) は、固有値方程式 (3.15) を反復して解き、

Aµ (E) = Aν (E)を満たす E を見つけることで求まる。
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3.2 水素分子イオンの１電子固有状態

3.2.5 遷移双極子モーメント zmn とスペクテータの核電荷 Zs

図 3.2 に、無電場の H+
2 の最もエネルギーの低い３つの状態について、ポテンシャル曲線の計

算結果を各電子状態の名前とともに実線で示した。ここで計算される水素分子イオンの波動関数
ψ
(1)
n (r;R)は、遷移双極子モーメント (2.17)とスペクテータの核電荷 Zs、ダイソン軌道 (2.6)の
計算に用いられる。
図 3.3 と 3.4 に、それぞれ遷移双極子モーメント z1sσ,2pσ と z1sσ,2pπ の R 依存性を示す。H+

2

の原子核ポテンシャルは、R → 0 で He+ の原子核ポテンシャルに一致する。このとき、H+
2 の

1sσ, 2pσ, 2pπ 状態は、それぞれ He+ の 1s, 2pz, 2px 状態となる。ゆえに遷移双極子モーメン
トは解析的に計算され、z1sσ,2pσ = z1sσ,2pπ = 26

√
2/35 ∼ 0.3725 となる。一方、R → ∞ では

z1sσ,2pσ → R/2, z1sσ,2pπ → 27
√
2/35 ∼ 0.7450となる。

図 3.3 1sσ状態と 2pσ状態の遷移双極子モーメント。R/2を引いた値を示している。z1sσ,2pσ
は R → ∞で R/2に漸近するため、曲線は Rが増加すると 0に近づく。
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第 3章 数値計算法

図 3.4 1sσ 状態と 2pπ 状態の遷移双極子モーメント。

β = 0 の時、スペクテータの核電荷 Zs は z > 0 における電子の確率密度の合計 N+ をもって
Zs = 1 −N+ と与えられる。無電場の水素分子イオンの電子の存在確率密度が (x, y)平面につい
て対称であることに留意すると、式 (2.5),(2.15)より N+ は次の通り表される。

N+ =

∫
z>0

[
ψ
(1)
1sσ(r;R∥, F )

]2
dr

=
1

2

[
(c1sσ1sσ(R∥, F ))

2 + (c2pσ1sσ(R∥, F ))
2
]
− 2N(R) c1sσ1sσ(R∥, F ) c

2pσ
1sσ(R∥, F ) (3.51)

ただし、N(R) =
∣∣∣∫z>0

ψ
(1)
1sσ(r;R∥)ψ

(1)
2pσ(r;R∥)dr

∣∣∣ である。N(R) は R → 0 では 4
√
2/27 ∼

0.2095、R→ ∞では 0.5に漸近する（図 3.5）。この積分の計算はガウス求積によって行った。
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3.3 構造因子

図 3.5 N(R) =
∣∣∣∫z>0

ψ
(1)
1sσ(r;R∥)ψ

(1)
2pσ(r;R∥)dr

∣∣∣の計算結果。

3.3 構造因子
構造因子 (2.9)の計算は、文献 [27]で導入された手法にしたがって行う。まず、構造関数 (2.10)

を、η → ∞の極限において 1/η でべき級数展開する。

Gn(η;R)|η→∞ = Gn(R) +

Nfit∑
k=1

C
(n)
k (R)

ηk
(3.52)

式 (2.10)を数値計算して得られる結果をこの式でフィッティングすることにより、Gn(R)を求め
る。フィッティングをするためには、η の区間を決めなければならない。２電子および１電子の波
動関数の計算精度は、波動関数が局在化している領域では高いが、漸近領域 η → ∞ では低くな
る。この２つの波動関数から計算されるダイソン軌道の精度も同様である。これは (3.8),(3.9) の
形の基底関数を用いた変分法によって得られる波動関数に共通する問題である。この問題は、変分
法ではエネルギーが最小になるように基底関数に含まれる指数関数の因子を定める非線形のパラ
メタを決めるが、その際に波動関数の漸近的な振る舞いは無視されることに起因する。任意の有限
の数の基底関数に対し、このような波動関数の漸近的な振る舞いは、有限な空間の領域において
のみ正しい。そこで、複数の計算のパラメタを変えることにより、構造関数 (2.10) の計算結果が
安定する η の区間の最大値 ηmax を決める。また、与えられた Nfit に対し、フィッティングが満
たすべき精度の基準を設けることで、式 (3.52)を当てはめる区間の最小値 ηmin を決める。このよ
うにしてフィッティングの区間 ηmin < η < ηmax を決める。この方法は、ηmax が十分に大きく、
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第 3章 数値計算法

フィッティングの区間を十分にとれるとき、非常に精密な構造因子の値を与える。同じ計算の手法
が、ハートリー・フォック近似における２原子分子の構造因子の精密計算 [26]と、H2 と LiHの配
置間相互作用の計算 [41]に用いられている。
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図 3.6 構造関数のフィッティングによる構造因子の計算法。赤の丸は、式 (2.10) で計算され
る、R = 1.4 での H+

2 の３つの状態に対する構造関数である。青の実線は、式 (3.52) による
フィッティングの結果である。フィッティングの区間については本文中で議論する。

図 3.6 に、R = 1.4 での H+
2 の３つの状態に対する Gn(R) の計算結果を示す。2pπ 状態の波

動関数は、ψ(1)
2pπ(r;R∥) ∝ cosφを満たす実数関数とする。波動関数 ψ

(1)
n (r;R)の位相は、すべて

Gn(R)が正になるように決める。構造因子 G1sσ(R)の計算は、電場に対して分子軸が平行および
垂直な両方の場合に行った。一方、2pσ 状態については平行な場合、2pπ 状態については垂直な
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3.3 構造因子

場合のみ計算した。これは、それぞれの状態に対応するダイソン軌道が、2pσ 状態では β = 90◦、
2pπ 状態では β = 0◦ のときに z 軸上で 0 となり、G2pσ(R⊥) = G2pπ(R∥) = 0 となるためであ
る。図 3.6 の赤の丸は、式 (2.10) で計算される構造関数である。また、実線は式 (3.52) による
フィッティングの結果である。1sσ 状態については、平行・垂直のどちらの場合も、構造関数の
計算が広い η の範囲で安定している。そこで、フィッティングの区間は 0.125 < 1/η < 0.25とし
た。フィッティングの結果は、構造関数を 1/η = 0.05まで良く再現しているように見える。この
フィッティングは、次数 Nfit = 3として行った。式 (3.52)の３次の項を含むことによる G1sσ(R)

の値の変動は、1%以内であった。2pσ 状態に対しては、式 (2.10)の計算結果はより小さい ηmax

で不安定になる。このフィッティングは同じ区間 0.125 < 1/η < 0.25で行い、フィッティングの
次数を Nfit = 2とした。フィッティングの結果は、1/η = 0.1ですでに構造関数の計算結果と乖離
し始めている。この乖離は、構造関数の結果が精密でないこと、すなわち漸近領域における２電子
および１電子の波動関数が精密でないことに起因する。この場合は、Nfit を大きくしても結果は
改善されない。なぜならば、フィッティングの次数が上がると、計算精度の低い 1/η の小さい領
域における構造関数の立ち上がりの部分に影響される傾向があるためである。2pπ 状態について
は、状況はさらに悪くなる。この場合は、ηmax がさらに小さくなるため、フィッティングの区間
を 0.17 < 1/η < 0.25に狭め、Nfit = 2とした。波動関数の計算精度の制限から、計算の対象は３
つの状態に限定した。この計算を、よりエネルギーの高い状態に拡張するには、漸近領域における
波動関数をより精密に求める必要がある。この困難は、構造因子に対する積分表示を用いることで
解決される [57]。しかし、この方法は今のところハートリー・フォック近似を用いた波動関数にの
み実装されている [28,29]。
本研究では、上記の４つの構造因子の R 依存性を計算した。参照のために、表 3.1 に構造因子
の計算結果を示した。1sσ 状態の計算結果は最も精度が高い。その誤差は、表に示した値の最後
の１桁程度である。これらの結果は、先行研究の結果と比較できる。平衡核間距離 R = R0 での
構造因子 G1sσ(R∥)の値は、はじめ文献 [13]において２電子波動関数の変分計算により評価され
た。その結果は 2.73であり、本研究で得られた値よりわずかに小さい。本研究の計算では、より
精密な２電子波動関数を用いているため、より正確な値が得られている。また R = R0 での構造
因子 G1sσ(R) の β 依存性は、先行研究 [41] において、配置間相互作用法による時間依存計算に
よって与えられた（この文献 [41]において定義されている H2 の構造因子 G000(β)は、R = R0 で
の G1sσ(R)/

√
2に対応する）。その最も精密な結果は CAS∗(2,160)と表記されているものであり、

β = 0◦ では 2.82、β = 90◦ では 2.41である。この結果は、本研究の結果に非常に近い。このこと
から、２つの計算の精度がともに高いことが確認される。ところで、ハートリー・フォック近似に
よる同じ構造因子の計算結果は、β = 0◦ では 1.91、β = 90◦ では 1.66である [25, 26]。この結果
との違いは、電子間のクーロン反発、すなわち多電子の効果によるものである。他の２つの状態に
対する計算は精度が低くなるため、表 3.1では有効数字２桁まで示している。これらの構造因子の
計算の例は他にない。
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表 3.1 H+
2 の最もエネルギーの低い３つの状態に対する、ダイソン軌道 (2.6)から計算される

構造因子 (2.9)。平衡核間距離 R0 = 1.4011 を含め、R への依存性を示す。状態の対称性から
G2pσ(R⊥) = G2pπ(R∥) = 0となることに注意する。

R G1sσ(R∥) G1sσ(R⊥) G2pσ(R∥) G2pπ(R⊥)

0.75 2.82 2.67 8.8 7.9

1.00 2.81 2.56 8.0 7.5

1.25 2.82 2.46 7.2 7.1

1.4011 2.83 2.40 6.6 6.8

1.50 2.86 2.37 6.3 6.6

1.75 2.93 2.29 5.6 6.2

2.00 3.02 2.22 5.0 5.8

2.25 3.13 2.15 4.6 5.4

2.50 3.28 2.10 4.3 5.0

2.75 3.45 2.05 4.1 4.6

3.00 3.63 2.01 4.1 4.2

3.25 3.82 1.98 4.1 3.8

3.50 4.02 1.94 4.2 3.5

3.4 シュタルク混合状態
H2 の分極率の α(R∥)および α(R⊥)は、基底状態のエネルギーのシュタルク・シフトを計算す
るために必要である。本研究では文献 [58] の値を用いた。β = 0◦ に対して、F = 0.1 のときの
H2 のシュタルク・シフトしたポテンシャル曲線を式 (2.14)から計算し、図 3.2に黒の破線で示し
た。黒丸は、文献 [23]から参照した、電子のエネルギーの ab initio 計算の結果である。ab initio

計算 [23] に対する式 (2.14) の結果の相対誤差は、F と R とに依存する。F = 0.1 では、実験結
果 [37, 38]を説明するために十分な区間 R < 3.5において単調に増加するが、最大でも β = 0◦ で
3.4%、β = 90◦ で 0.77%である。
H+

2 のシュタルク混合状態は、式 (2.16)を解いて得られる。混合状態の波動関数 (2.15)は、上
記の３つの無電場状態の波動関数を用いて展開する。z 軸に沿った電場が印加されると、(x, y)平
面に関する対称性が破れる。電場と分子軸が平行なとき、1sσ 状態と 2pπ 状態は (x, y) 平面につ
いて対称だが、2pσ 状態は反対称である。そのため、電場の印加によって 1sσ 状態は 2pσ 状態と
結合するが、2pπ 状態とは結合しない。図 3.2に、このときの各シュタルク混合状態のポテンシャ
ル曲線を破線で示した。一方、電場と分子軸が垂直なとき、1sσ状態と 2pσ状態は (x, y)平面つい
て対称だが、2pπ 状態は反対称である。そのため、電場の印加によって 1sσ 状態は 2pπ 状態と結
合するが、2pσ 状態は結合しない。結局、平行・垂直な場合の分極の効果は、それぞれ式 (2.15)に
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3.4 シュタルク混合状態

2pσ 状態と 2pπ 状態とを含めることで考慮される。
図 3.7に、H+

2 のシュタルク混合状態 1sσの波動関数を示す。これは、電場と分子軸とが平行で、
F = 0.1のときの計算結果である。上図は平衡核間距離 R = R0、下図は大きい核間距離 R = 3.0

での結果である。この状態の波動関数は、無電場では (x, y)平面について対称であるが、電場によ
り変形される。その結果、電子が電場によって図の下方の核に局在化し、分極が起こる。分極の大
きさは、Rの増加とともに大きくなる。図 3.8は、同じ電場強度・核間距離における、シュタルク
混合状態のダイソン軌道の計算結果である。この軌道も、無電場では (x, y) 平面について対称で
あるが、電場により変形される。ただし、ダイソン軌道は反対に図の上方の核に局在化する。この
シュタルク混合状態のダイソン軌道の振る舞いは、以下で議論する分極の効果を理解するうえで非
常に重要である。

図 3.7 シュタルク混合状態 α = 1sσ の H+
2 の波動関数。β = 0◦, F = 0.1とし、２つの核間

距離 R に対して、式 (2.15) と (2.16) から計算された結果を示している。この状態は z 軸周り
の回転対称性を持つ。図は、(x, z)平面上での結果である。
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第 3章 数値計算法

図 3.8 シュタルク混合状態 α = 1sσ のダイソン軌道。β = 0◦, F = 0.1とし、２つの核間距
離 Rに対して、式 (2.18)から計算された結果を図 3.7と同様に示している。

3.5 核波動関数
H2 の基底状態の核波動関数 (2.95)の自乗の確率密度を図 3.9に示す。無電場では、核波動関数
は平衡核間距離 R = R0 のまわりに局在化する。電場が印加されると、ポテンシャル曲線の最小が
図 3.2の様に Rの大きい方へと移動するため、核波動関数のピークもこれにしたがって移動する。
図 3.9には、あわせて式 (2.96)の被積分関数を示した。式 (2.12)のエネルギー差はイオン化ポテ
ンシャルを表すが、この値は R の増加とともに減少する。それゆえイオン化レート ΓPS

1sσ(R∥, F )

が増加し、結果として式 (2.96) の被積分関数のピークがより R の大きいところに現れる。この
ピークの移動は、核波動関数の幅を決める核質量M に依存する。
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3.5 核波動関数
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図 3.9 式 (2.95) から計算される H2 の核運動の確率密度 χ2
0(R∥, F )。黒の実線は無電場

F = 0、破線は β = 0◦, F = 0.1のときの結果である。それぞれに対応するポテンシャル曲線
が図 3.2に示されている。青の点線は、式 (2.96)の被積分関数（右の縦軸）である。

一般的な分子の同位体に比べ、水素分子の同位体間のM の値の違いは非常に大きく、D2 のM

の値は H2 の M の値の２倍である。核質量 M が小さいほど核波動関数の広がりが大きくなり、
H2 の核波動関数は Rのより大きい領域にピークを持つ。水素分子は R → 0で完全に等方的なヘ
リウム原子となるため、Rのより小さい領域に核波動関数が局在化する D2 の異方性比がより小さ
くなると考えられる。このことは、文献 [35]で予測され、文献 [36]で観測された分子トンネルイ
オン化の同位体効果を説明する。核質量M の違いがトンネルイオン化の異方性に与える影響につ
いては、第 4.2節でより詳しく議論する。
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第 4章 結果と考察

第 4章 結果と考察
この章では、ab initio 計算との比較により本理論の有効性を示し、実験結果との比較を行う。比
較の目的は、第２章で議論した各効果が、どの様にイオン化レートに影響を与えるかを調べること
である。

4.1 ab initio 計算との比較
核固定の H2 のイオン化レートに対する初期の ab initio 計算は、電場と分子軸が平行な場合に
おいて、文献 [22,59,60]で行われた。最近では、平行・垂直の両方の場合に、電場強度と核間距離
を変えてより広い範囲で計算が行われた [23]。本論文では、これらの結果を用いて、第２章の固定
されたRに対する理論を評価する。
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図 4.1 β = 0◦ での核固定の H2 のイオン化レートの電場強度 F 依存性を、３つの核間距離
R に対して示す。赤の実線、緑の破線と青の短い破線は、それぞれ式 (2.8)、(2.19) と (2.22)

から計算されるイオン化レート Γ
(0)
1sσ(R∥, F ), ΓP

1sσ(R∥, F ), ΓPS
1sσ(R∥, F )である。黒の丸と茶

色のクロスは、それぞれ先行研究 [22] と [23] の ab initio 計算の結果である。一番上の図で、
F = 0.06 での文献 [23] のイオン化レートは、図のスケールに収めるために 0.3 倍している。
すべてのイオン化レートは、式 (2.11)と (2.12)で定義される同じ電場因子W (F,κ1sσ(R))で
割っている。
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図 4.2 図 4.1 と同様だが、β = 90◦ の場合である。赤の実線と緑の破線はそれぞれ
Γ
(0)
1sσ(R∥, F )と ΓP

1sσ(R∥, F )を示す。黒の丸は、ab initio 計算の結果である。

図 4.1と 4.2は、それぞれ電場と分子軸が平行・垂直な場合のイオン化レートの結果である。３
つの異なる核間距離について、イオン化レートの電場強度への依存性を示した。曲線は本研究の理
論計算、点は先行研究の ab initio 計算 [23]の結果である。さらに、図 4.1では ab initio 計算 [22]
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4.1 ab initio 計算との比較

の結果をあわせて示している。図 4.2 では、ME-WFAT-P-S の結果は示していない。なぜなら、
垂直な場合はスペクテータの効果を取り入れていないためである。異なる結果を線形スケールで比
較するため、図に示したすべてのイオン化レートは、式 (2.11)と (2.12)で定義される同じ電場因
子W (F,κ1sσ(R))で割っている。それぞれの近似について議論する。
ME-WFAT(0)では、図 4.1および 4.2に示す値は F に依存せず、対応する Rに対して構造因
子の自乗 G2

1sσ(R)で与えられる。多電子系の弱電場漸近理論 [13]によると、これは F → 0にお
けるイオン化レートの極限値である。一方 ab initio 計算では、シーガート状態の複素エネルギー
固有値 (1.1)を直接計算するが、十分に弱い電場に対しては、実部の εが 1のオーダーであるのに
対して虚部の Γ が 10−13 のオーダーを下回るため、倍精度での計算が不可能になる。このため、
文献 [22, 23] での計算はより弱い電場に対して行われていない。また、弱い電場に対する計算は
精度が低く、それゆえ図 4.1の R = 0.76における文献 [23]の F = 0.06でのイオン化レートは、
図のスケールに収めるために 0.3倍している。R = 1.40では、強い電場強度に対しては文献 [22]

と [23] の２つの結果が互いに殆ど一致しているが、F = 0.06 のときに違いが見える。また、文
献 [22]の最も弱い電場に対する結果は、これより強い電場に対する結果を外挿して期待される値よ
り明らかに小さい。これらは、弱電場における ab initio 計算が正確でないことを示している。い
ずれにしても、ab initio 計算の結果を視覚的に F = 0まで外挿すると、ME-WFAT(0)で予測さ
れる G2

1sσ(R)の値と一致する。このことは、ab initio 計算の点が少ない図 4.2では十分に明らか
ではないが、図 4.1の R = 1.40の場合では、F 依存性が詳細に示されているため明確である。こ
れは、他の系 [12, 14, 16]にも見られる通り、弱電場の極限 F → 0で ab initio 計算が弱電場漸近
理論の結果に収束する典型的な振る舞いである。ただし、H2 に対してこの収束を厳密に確かめる
ためには、より弱電場における精密な多倍長精度での ab initio 計算が必要である。弱電場漸近理
論の適用条件 (2.13)の Fc(R)は、R = 0.76, 1.40, 2.65に対し、それぞれ 0.34, 0.21, 0.12である。
ゆえに、与えられた F に対し、Rの小さい領域では条件 F ≪ Fc(R)がよく満たされている。実際
に、図 4.1と 4.2における ab initio 計算の結果は、R = 2.65より R = 0.76の方がME-WFAT(0)

の結果に近い。
ME-WFAT-Pに含まれるシュタルク・シフトと分極の効果により、図 4.1と 4.2の対応する結果
は F に依存する。結果は大幅に向上し、ab initio 計算の結果とよく一致している。ME-WFAT(0)

とME-WFAT-Pのイオン化レートの差は、n = 1sσ での式 (2.8)と、α = 1sσ での式 (2.19)とを
比較することで理解される。式 (2.19)の２つの因子は、いずれも式 (2.8)と異なる。電場因子は、
エネルギーのシュタルク・シフトによるイオン化ポテンシャルの変化によって変わる。図 3.2の通
り、水素分子と水素分子イオンとの基底状態のエネルギーのシュタルク・シフトはどちらも負であ
り、式 (2.21) で一部打ち消しあう。図に示したすべての F と R に対し、I1sσ(R, F ) > I1sσ(R)

である。すなわち、シュタルク・シフトによりイオン化ポテンシャルは増加する。結果として、式
(2.11)の指数関数の因子により電場因子は式 (2.8)より式 (2.19)の方が小さい。一方、構造因子も
また式 (2.8)より式 (2.19)の方が小さい。これは、図 3.8に示したシュタルク混合状態のダイソン
軌道の変形による。結局、式 (2.19) の２つの因子はともに減少し、イオン化レートが減少するこ
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とが説明される。この効果を数値化することは有益である。例として、β = 0◦ かつ R = 1.4（図
4.1）で、F = 0.1の場合について考える。このとき、構造因子と電場因子はともに式 (2.8)より式
(2.19)の方が小さく、それぞれ 0.50倍と 0.57倍である。このことは、分極とエネルギーのシュタ
ルク・シフトの効果が、どちらも ab initio 計算の結果を定量的に再現するために重要な役割を果
たしていることを示す。これは、本理論から帰結される１つの物理的な洞察である。
ME-WFAT-P-Sでスペクテータの効果を取り入れた結果は、図 4.1の通りイオン化レートにわ
ずかな変化を与えるのみであった。ここで、ME-WFAT-PとME-WFAT-P-S とのイオン化レー
トの差は、式 (2.22)のスペクテータ因子により説明される。任意の固定された Rに対して、この
因子は F → 0で１になる。また、図に示したすべての R と F に対して、１に近い値をとる。た
だし、後に 4.2節で見るように、イオン化レートの差は小さくても (∼ 10%)、異方性比の結果には
大きく影響する。
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図 4.3 図 4.1 と同様だが、β = 0◦ でのイオン化レートを核間距離 R の関数として示して
いる。上下の図は、それぞれ２つの電場強度 F = 0.06, 0.14 での結果である。赤の実線、緑
の破線と青の短い破線は、それぞれ式 (2.8)、(2.19) と (2.22) から計算されるイオン化レー
ト Γ

(0)
1sσ(R∥, F ), ΓP

1sσ(R∥, F ), ΓPS
1sσ(R∥, F )である。黒の丸は、先行研究 [23]の ab initio 計

算の結果である。すべてのイオン化レートは、式 (2.11) と (2.12) で定義される同じ電場因子
W (F,κ1sσ(R))で割っている。
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図 4.4 図 4.3 と同様だが、β = 90◦ の場合である。赤の実線と緑の破線はそれぞれ
Γ
(0)
1sσ(R∥, F ) と ΓP

1sσ(R∥, F ) を示す。黒の丸は、先行研究 [23] の ab initio 計算の結果で
ある。

図 4.3と 4.4は、同様の比較である。ただし、ここでは２つの電場強度 F = 0.06, 0.14に対し
て、核間距離 R の関数としてイオン化レートをプロットしている。イオン化レートは、すべて同
じ電場因子 W (F,κ1sσ(R)) で割っている。F = 0.06 のとき、区間 1 < R < 2 の ab initio 計算
の不規則な結果は、先に述べた通り倍精度での ab initio 計算の精度の限界を表している。R → 0

に対しては、系は等方的になり、電場と分子軸が平行・垂直なときのイオン化レートは互いに一
致する。すべての計算結果は、R ̸= 0 のとき平行な方がイオン化しやすいことを表している。こ
のイオン化レートの異方性については、次の節で議論する。図 4.1 と 4.2 に見られる結果と同様
に、ME-WFAT-P のイオン化レートは、ME-WFAT(0) に比べて ab initio 計算の結果により近
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い。また、図 4.1と同様に、図 4.3のME-WFAT-P-Sの結果はME-WFAT-Pの結果とわずかに
異なるのみである。図 4.3 の F = 0.06における ab initio 計算の結果は、R > 2.5で増加してい
る。この傾向は、本理論の結果に反映されている。理論の適用範囲を与える電場 Fc(R)は、区間
0.5 < R < 3.5 で 0.44 から 0.11 まで単調に減少する。ゆえに、図 4.3 と 4.4 の R の範囲では、
F = 0.06 は Fc(R) より小さい。よって理論の適用条件 (2.13) は、R が小さいほどよく満たされ
る。実際に、Rが小さいほどME-WFAT(0)の結果が ab initio 計算の結果に近づく。一方、区間
R > 2.2では、F = 0.14は Fc(R)より大きくなる。この場合、弱電場漸近理論は適用されないが、
図にはすべての計算結果を示している。
本計算では、理論の基礎となるME-WFAT(0)にエネルギーのシュタルク・シフトと分極の効果
を取り入れることで、核固定の H2 のイオン化レートの結果が向上し、ab initio の結果とよく一
致することが示された。この結果は、本理論で取り入れる効果の物理的な描像を裏付けるものであ
る。一方、スペクテータの効果はイオン化レートの絶対的な値には殆ど影響を与えない。本理論と
ab initio 計算との結果の残りの差は、本理論で含めていない、H2 の分子軌道の変形や、H+

2 のよ
り高い励起状態の分極の効果、および F によるイオン化レートの漸近展開 (1.2)のより高次の項の
寄与に起因する。ここで、弱電場の極限 F → 0 では、これらの結果の差異の原因がすべて消え、
ME-WFAT(0)が厳密になることを強調しておく。
最後に、2.3 節の終わりの議論に戻る。β = 90◦, R = 4Å(≈ 7.6 a.u.) における H2 のイオン化
レートは、F = 0.06で Γ⊥(H2) = 1.026× 10−3 である [23]。一方、同じ電場強度での水素原子の
イオン化レートは Γ(H) = 0.5151 × 10−3 である [12]。すなわち 2Γ(H) = 1.030 × 10−3 であり、
これは Γ⊥(H2) に非常に近い。このことは、電場と分子軸とが垂直な場合、水素分子のイオン化
は十分に大きい R では２つの独立な水素原子のイオン化と等価になることを意味する。このよう
な独立した原子のモデルが適用できることは、垂直な場合はスペクテータの電荷がゼロであり、ス
ペクテータの効果を無視することができることを示している。β = 0◦ では、同じ R と F に対す
る H2 のイオン化レートは Γ∥(H2) = 98.86× 10−3 であり [23]、Γ⊥(H2)の 96倍である。ゆえに、
平行な場合には独立な原子のモデルは完全に破綻する。この原因は、大きいエネルギーのシュタル
ク・シフトと水素分子イオンの分極の効果である。

4.2 実験との比較
円偏光のレーザーパルスによる断熱領域での分子の強電場イオン化の実験は、一様静電場によ
るイオン化のレートに対する知見を与える [3]。通常、イオン化レートの絶対的な値は測定され
ないが、レーザー強度や分子配向への依存性を特徴づける相対的な値の測定は多く行われてい
る [36–38,61–63]。特に、文献 [37]において、電場と分子軸とが平行・垂直な H2 に対する光電子
収量の比（異方性比）が測定された。そしてそのすぐ後に、文献 [38]において、同位体である D2

について同様の異方性比が測定された。本研究では、これらの実験値を定量的に再現し、分子トン
ネルイオン化の異方性の描像を明らかにする。
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図 4.5 電場と分子軸とが平行 (β = 0◦)・垂直 (β = 90◦)な場合のイオン化レートの比（異方性
比）の電場 F 依存性である。WFAT-HF、ME-WFAT(0)、ME-WFAT-PとME-WFAT-P-S

の結果は、平衡核間距離 R0 = 1.4011に対して得られたものである。ME-WFAT-P-S-Nの結
果は、黒とマゼンタの太い一点破線で示され、それぞれ H2 と D2 に対して核運動の効果を取
り入れている。それぞれに対応するイオン化収量の異方性比 Y∥/Y⊥ を太い実線で示している。
これらの２つの結果は、それぞれ文献 [37] と [38] で用いられたレーザーパルスの形を仮定し、
式 (4.6) から計算される。エラーバーとともに示されている点は、H2 と D2 に対する実験結
果 [37, 38]である。上の横軸は、振幅 F の円偏光レーザーの強度 I = cF 2/4π である。
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本理論の計算結果と実験結果 [37, 38] を図 4.5 に示した。異方性比を電場強度 F の関数として
示している。ここで、与えられた F におけるイオン化レートと、振幅 F の特定のレーザーパル
スによるイオン化の全確率に相当するイオン化収量とは、互いに区別されなければならない。ま
ず、イオン化レートの異方性比から議論する。ただし、実験と比較するため、最後にはイオン化収
量の比を考える必要がある。２つの異方性比の間の差は、後に説明する通り、電場の時間変化と
depletionの影響による。
図 4.5に示した結果は、太い実線で示したイオン化収量の異方性比 Y∥/Y⊥ を除いて、イオン化
レートの異方性比 Γ∥/Γ⊥である。WFAT-HF、ME-WFAT(0)、ME-WFAT-PとME-WFAT-P-S

の結果は、すべて平衡核間距離 R0 で固定された R に対し計算された結果である。また ME-

WFAT-P-S-N の結果は核運動の効果を取り入れており、そのため H2 と D2 で結果が異なる。以
下では、これらの結果を分けて議論する。まず、本理論の基礎となるME-WFAT(0)からはじめ、
各効果を順次取り入れる。
ME-WFAT(0)での異方性比の結果は、平衡核間距離R = R0では Γ

(0)
1sσ(R∥, F )/Γ

(0)
1sσ(R⊥, F ) =

G2
1sσ(R∥)/G

2
1sσ(R⊥) として計算される。電場因子 (2.11) が打ち消され、異方性比は無電場の

n = 1sσ のダイソン軌道に対する構造因子によって決まる。これは、表 3.1 の値から計算される
通り、1.39で一定となる。一方、文献 [41]の構造因子から計算される異方性比は 1.37である。２
つの結果の間のわずかな差は、本計算の構造因子の精度 1%と矛盾しない。これは、R = R0 での
異方性比の、F → 0の極限における厳密な値である。この近似は異方性比を過大評価し、F への
依存性を再現しない。ME-WFAT(0)は、第２章において本理論の基礎として導入したが、この近
似には、式 (2.12) における水素分子の基底状態の厳密な２電子エネルギーと、式 (2.8) における
厳密な構造因子として、多電子の効果がすでに含まれている。多電子の効果は、ME-WFAT(0)の
結果と有効一電子近似のハートリー・フォック法に基づくWFAT-HFの結果とを比較することで
評価できる。この比較は前の節で行っていないが、これはイオン化レートの絶対的な値がイオン化
ポテンシャルに非常に敏感であり、ME-WFAT(0)とWFAT-HFとの差が大きくなるためである。
しかし、図 4.5 に示した異方性比ではイオン化ポテンシャルに最も敏感な電場因子が打ち消され
るため、結果を線形スケールで比較することができる。WFAT-HFの異方性比の結果は 1.33であ
り [25,26]、図 4.5に示されている。興味深いことに、WFAT-HFからME-WFAT(0)へのステッ
プでは、多電子の効果を含めることで実験の結果から遠ざかっている。
ME-WFAT-Pの結果は、R = R0 で計算される ΓP

1sσ(R∥, F )/Γ
P
1sσ(R⊥, F )により与えられる。

この近似では、異方性比は大幅に減少し、実験の結果をわずかに下回る。分極の効果を考慮する
と、シュタルク混合状態 α = 1sσ のダイソン軌道 (2.18)は電場により変形するため、構造因子が
F に依存するようになる。さらに、電場によるエネルギーのシュタルク・シフトが分子配向 β に
依存することから、電場因子も比をとることで打ち消されなくなる。よって、この近似の結果は F

に強く依存する。ME-WFAT-Pの異方性の結果は F の増加とともに単調に減少し、実験結果の減
少の割合を再現している。結局、エネルギーのシュタルク・シフトと分極の効果を取り入れること
で、異方性比の値と、F への依存性が実験の結果に近づいた。
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ME-WFAT-P-Sの結果は、R = R0で計算される ΓPS
1sσ(R∥, F )/Γ

P
1sσ(R⊥, F )により与えられる。

ME-WFAT-Pとの差は、式 (2.19)のスペクテータ因子である。注目すべきことに、ME-WFAT-P

からME-WFAT-P-Sへのステップでは、図 4.1と 4.3ではイオン化レートのわずかな変化をもた
らすのみであるスペクテータの効果が、イオン化レートの異方性比には非常に大きい影響を与えて
いる。これは、スペクテータの効果が、電場と分子軸とが平行なときのみ現れるためである。この
近似では、異方性比は 10%ほど減少するが、これは図 4.1と 4.3のイオン化レートの減少と合致
する。この効果は異方性比を実験結果から遠ざけるが、F 依存性の傾きは殆ど変化せず、実験結果
に近いままである。
ここまでは R = R0 で計算されるイオン化レートを議論した。次に、核運動の効果を取り入れ
る。ME-WFAT-P-S-N の結果は、式 (2.96) と (2.97) から計算される ΓPSN

1sσ,∥(F )/Γ
PN
1sσ,⊥(F ) によ

り与えられる。この結果は式 (2.95)に現れる核質量M に依存し、H2(M = mp)とD2(M = 2mp)

に対する計算結果が示されている（mp は陽子の質量とする）。ME-WFAT-P-SからME-WFAT-

P-S-Nへのステップでは、異方性比が大きく増加し、F 依存性の傾きがわずかに緩やかになる。結
果として、ME-WFAT-P-S-Nの結果は実験値に近づき、F 依存性を再現する。この近似は、イオ
ン化レートの異方性比に対する本理論の最終的な結果を与える。この結果より、実験値を十分に再
現するためには、本論文の表題にある全ての効果を考慮しなければならないことが分かった。
本理論から得られる物理的な知見の別の例として、イオン化レートの異方性比に対する同位体効
果について説明する。本計算は、核運動の効果を含めることで異方性比が増加することを示した。
特に、H2 の結果は D2 の結果に比べ、F = 0.05では 2.2%、F = 0.09では 1.5%大きい。この差
は、D2 のただ１つの実験の点から判断される限りでは、実験結果と合致する。そこで、なぜ核運
動の効果を取り入れることで、D2 より H2 の方が異方性比が大きくなるかについて考える。その
ために、H2 と D2 の異方性比の差を解析的に評価する。文献 [35]で全イオン化レートに対する同
位体効果を扱った方法と同様に、M → ∞としてME-WFAT(0)を用いる。式 (2.95)の基底状態
の解を R = R0 を中心とする調和振動子で近似し、電場因子 (2.11)の指数関数の因子と式 (2.8)の
構造因子を R = R0 のまわりで１次の項まで展開する。その結果、

A(H2)

A(D2)
= 1− (c∥ − c⊥)

4κ1sσ(R0)I
′
1sσ√

2mpV ′′
molF

(
1− 1√

2

)
(4.1)

を得る。ただし、A = Γ∥/Γ⊥ は図 4.5に示されているイオン化レートの異方性比である。ここで、
c∥ = c(β = 0◦)と c⊥ = c(β = 90◦)は構造因子の対数微分

c(β) =
1

G1sσ(R)

dG1sσ(R)

dR

∣∣∣∣
R=R0

(4.2)

である。I ′1sσ はイオン化ポテンシャルの１階微分である（式 (2.12)を見よ）。

I ′1sσ =
dI1sσ(R)

dR

∣∣∣∣
R=R0

(4.3)
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また、V ′′
mol は、分子のポテンシャル曲線の２階微分である。

V ′′
mol =

d2

dR2

[
1

R
+ E

(2)
0 (R)

]
R=R0

(4.4)

式 (4.1)の右辺第２項は、M → ∞に対し１（同位体の効果なし）への補正を与える。式 (4.1)の
計算結果は、H2 に対するイオン化レートの異方性比が F = 0.05では 2.1%、F = 0.09では 1.2%、
D2 の場合よりも大きくなることを示す。これらの結果は、それぞれME-WFAT-P-S-Nの結果を
よく再現する。そこで、式 (4.1)を用いて異方性比の差を考察する。まず、イオン化ポテンシャル
は R の増加とともに減少するため、I ′1sσ < 0である。また表 3.1に示すように、G1sσ(R∥)が R

の関数として増加する一方、G1sσ(R⊥)は減少する。それゆえ c∥ > c⊥ となるが、こちらはあまり
直観的ではない性質である。この構造因子 G1sσ(R)の性質により、式 (4.1) の右辺の補正項が正
になる。このことにより、左辺の比の値が１より大きくなることが説明される。
ここで、先行研究の理論計算について簡潔に紹介する。それぞれの理論計算は、異方性比の値・

F への依存性・同位体効果をどのように再現しているかによって特徴づけられる。多くの研究にお
いて、異方性比は R = R0 で計算され、F に依存しない定数として得られている。これらの研究で
は、計算の方法によって様々な異方性比の値が得られていて、静電場に対する計算では 1.17 [39]、
1.45 [40]、1.33 [25, 26]と 1.37 [41]、時間に依存する計算では 1.4 [48]と 1.68 [49]である。F に
依存しない結果は、本理論の ME-WFAT(0) と比較される。ME-WFAT(0) の結果 1.39 は、文
献 [41]の結果とよく一致する。また、R = R0 で計算を行ったいくつかの研究では、異方性比の F

への依存性を与えている。文献 [37]で与えられた異方性比は、図 4.5の電場 F の区間で 1.53から
1.43まで減少しており、実験値の F 依存性の傾きを正しく再現しているが、値を大きく過大評価
している。文献 [44] では、同じ区間で 1.25 から 1.22 まで減少しており、実験値よりわずかに下
回っている。文献 [46]では、時間に依存する２つの計算が行われ、それぞれ 1.7から 1.1、2.2か
ら 1.8の間で変化している。F に依存する結果は、本理論のME-WFAT-P-Sと比較するべきであ
る。ME-WFAT-P-Sの結果は文献 [44]の結果を下回り、ゆえに実験結果からより離れている。し
かし、F 依存性の傾きは実験結果により近い。一方、核運動の効果を取り入れてイオン化レート
の異方性比を計算した例はない。本理論の最良の近似ME-WFAT-P-S-Nは、この核運動の効果を
含み、実験結果をよく再現している。この近似の H2 の実験値との一致の程度は、文献 [44] のイ
オン化レートの異方性比の結果と同等である。ただし、本理論ではさらに同位体の効果を再現して
いる。
次に、光電子のイオン化収量の異方性比について議論する。照射しているパルスの途中で基底状
態の確率が有意に小さいことを depletionといい、その影響によりイオン化収量の異方性比 Y∥/Y⊥

はイオン化レートの異方性比 Γ∥/Γ⊥ と異なる。depletion の影響は、実験の条件に依存する。こ
こでは、実験 [37, 38]で用いられた円偏光パルスについて考える。これらの実験では、真空中に噴
射した水素分子のガスに円偏光の高強度レーザーパルスを照射してイオン化を起こさせ、放出さ
れた光電子の分子軸に対する放出角の分布を測定する。分子軸の方向は、水素分子がイオン化した
後、水素分子イオンの解離により放出される陽子の運動量として測定される。光電子は、レーザー
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の偏光面に対して殆ど平行に配向した分子から放出される。その結果から、イオン化収量の、回転
電場に対する分子の配向角度 β への依存性を求めることができる。電場強度と分子の配向角度の
関数として与えられるイオン化レート Γ(F, β)に対して、時刻 tで分子がイオン化せずにいる確率
（生存確率）は

P (t) = exp

[
−
∫ t

−∞
Γ(F (t′), β(t′))dt′

]
(4.5)

で与えられる。ここで、レーザーの角振動数を ω として β(t) = ωt (mod π)である。また、F (t)
はパルスの電場強度である。

図 4.6 円偏光レーザーパルスによるイオン化収量 Y CP(F, β) の測定の模式図。赤の丸は、分
子座標上における水素分子の２つの原子核の位置を表す。青の矢印で示した回転電場 F(t)によ
り、光電子はその反対方向 (赤の矢印) に放出される。茶色の破線で示した β(t) = β の方向に
放出された光電子の収量の合計が Y CP(F, β)である。

円偏光（CP）の場合、固定された β に対するイオン化の全収量は、短い時間∆tの間に起きるイ
オン化の合計として与えられる（図 4.6）。ただし、∆tは、時刻 tn = (β + nπ)/ω, n = 0,±1, ...

のときの角度 β(tn) = β まわりでの検出器の角度に対する分解能から決まる。すなわち、

Y CP(F, β) = ∆t
∑
n

Γ(F (tn), β)P (tn) (4.6)

となる。ここで、F = max[F (t)]はパルスの振幅である。ここでは電場で誘起されるトンネルイオ
ン化以外の全ての過程を無視している。H2 と D2 に対する実験 [37, 38]では、それぞれ 800nmと
1035nmのパルスが用いられた。本研究では、これらの実験で用いられたパルスの電場強度をガウ
シアン型の包絡線 F (t) = F exp[−2 ln 2(t/τ)2]と仮定した。ここで、パルスの振幅 F は実験の光
強度 I から I = cF 2/4π により決めた。パルスの光強度の半値全幅 τ は H2 の実験では 40fs [37]、
D2 の実験では 50fs [38]である。生存確率 (4.5)は、ME-WFAT(0)のイオン化レートを用いて評
価した。収量 Y CP

∥ (F ) = Y CP(F, β = 0◦)と Y CP
⊥ (F ) = Y CP(F, β = 90◦)は、それぞれ式 (2.96)
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と (2.97) から与えられる ME-WFAT-P-S-N のイオン化レートを用いて、式 (4.6) から計算され
る。ここで、時間∆tは平行・垂直な場合に等しいため、比を取ると打ち消される。図 4.5で、H2

と D2 に対し、収量の比 Y CP
∥ (F )/Y CP

⊥ (F )が太い実線で示されている。これらの異方性比は、計
算した F の全範囲で、対応するイオン化レートの異方性比に非常に近いことが分かった。このこ
とは、次のように説明される。電場強度 F (t)が時間に依らない純粋な単色のパルスである場合は、
式 (4.6) のイオン化レート Γ(F (tn), β) は n に依らない。そのため、収量の異方性比はイオン化
レートの異方性比に一致し、depletionの影響はない。これは、円偏光のパルスを用いる実験の特
筆すべき性質である。文献 [37, 38]で用いられているパルスは十分に長いが有限であり、イオン化
レートと収量との異方性比は互いに一致しない。しかし、この差は depletionの影響が顕著となる
強電場においても小さい。それゆえ、イオン化レートの異方性比に対する各効果の重要性に関する
結論は、収量の異方性比にも当てはまる。
ここで、イオン化収量の β 依存性は直線偏向パルスを用いても測定できることに言及しておく。
直線偏光パルスを用いた測定はポンプ・プローブ分光実験 [64]で行われており、この実験ではポン
プ光とプローブ光はそれぞれ分子の配向とイオン化に用いられた。この実験で実現した分子配向の
分布はまだ広いものであったが、これをさらに狭くすることは可能である。

図 4.7 直線偏光レーザーパルスによるイオン化収量 Y LP(F, β) の測定の模式図。赤の丸は、
分子座標上における水素分子の２つの原子核の位置を表す。青の両矢印で示した振動する電場
F(t)により、光電子はその反対方向 (赤の矢印)に放出される。円偏光レーザーパルスの電場と
異なり、電場の方向は常に β(t) = β である。茶色の破線で示した β(t) = β の方向に放出され
た光電子の収量の合計が Y LP(F, β)である。

ここでは分子が鋭く配向していると仮定する。このとき、式 (4.6)と同様の記法を用いて、直線
偏光 (LP)における固定された β に対する全イオン化収量は

Y LP(F, β) = 1− exp

[
−
∫

Γ(F (t), β)dt

]
(4.7)
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となる (図 4.7)。この式は、円偏光の場合の式 (4.6)と異なる。特に、F (t) = F cos(ωt)の単色光
では、depletion の影響が小さい場合でもイオン化レートと収量の異方性比は互いに一致しない。
これは、振動する因子 cos(ωt)によって実効的な電場強度が小さくなるためである。本研究では、
収量 Y LP

∥ (F ) = Y LP(F, β = 0◦)と Y LP
⊥ (F ) = Y LP(F, β = 90◦)とを計算し、式 (4.7)から H2 と

D2 に対して異方性比を求めた。その結果は、円偏光の場合よりも直線偏光の場合の方が depletion

の影響が大きくなった。F が大きくなるにつれ、配向に依らず式 (4.7)の指数関数の項が小さくな
り、そのため収量の異方性比は１に近づく。結果として、強電場での収量の異方性比はイオン化
レートの異方性比と振る舞いが異なる。この結果は実験 [37, 38]とは比較されないので、ここでは
これ以上の議論は行わない。
実験 [37, 38]で観測されたイオン化収量の異方性比について、いくつかの研究で時間に依存する
計算がなされた。文献 [38, 44] での計算は、固定された核間距離 R = R0 に対して行われた。そ
のため、同位体の効果が考慮されていない。さらに、これらの計算は直線偏光を想定しているた
め、強電場において大きい depletionの効果を受ける。文献 [38]では、0.05 < F < 0.085の範囲
で異方性比が計算された。その結果は、波長 800nm では 1.28-1.12 の間で変化し、波長 1850nm

では 1.2から 1.12まで減少した。これらの結果は、円偏光に対する本研究の結果より小さい。文
献 [44]では、時間に依存しないイオン化レートに対して式 (4.7)を用いて異方性比が計算された。
その結果は、波長 800nmでは 1.27から 1.13まで減少し、波長 1850nmでは 1.25から 1.13まで
減少した。これらの計算において、強電場での異方性比の急激な減少は depletionの効果により説
明される。また文献 [42, 45]では、核運動の効果を取り入れて、直線偏光パルスに対し時間に依存
する計算がなされた。文献 [42]では、波長 400nmに対して収量の異方性比が計算され、その結果
は 0.5-1.8の間で変化した。これらの結果は断熱領域になく、実験 [37,38]の結果から離れている。
しかし、この計算は、同位体の効果によって H2 より D2 の異方性比が小さくなることを初めて再
現した。以上のように、異方性比の値・F への依存性・同位体効果をすべて考慮すると、式 (4.6)

で表される円偏光パルスの depletionの効果を正しく扱った本理論が、従来の計算と比べて最もよ
い結果を与えると結論づけられる。
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本研究では、弱電場漸近理論 [13]の枠組みにおいて、多電子、分極、スペクテータ、核運動の４
つの効果を順次取り入れて水素分子のイオン化レートを計算した。はじめに、本理論の有効性を調
べるため、多電子、分極、スペクテータの効果を取り入れてイオン化レートを計算し、その結果を
核固定の H2 の ab initio 計算 [22,23]の結果と比較した。そして、分極の効果を取り入れた結果が
ab initio 計算の結果と定量的によく一致することを示した。そこで、さらにボルン・オッペンハイ
マー近似を適用して核運動の効果を取り入れてイオン化レートの異方性比を計算し、H2 と D2 の
イオン化収量の異方性比の実験 [37, 38]の結果と比較した。その結果、多電子、分極、スペクテー
タ、核運動の４つの効果をすべて通り入れた結果が実験結果と定量的によい一致を得た。また、こ
のイオン化レートを用いてイオン化収量の異方性比の計算を行い、円偏光のレーザーを用いる場合
にはイオン化レートの異方性比と収量の異方性比との差が十分に小さくなることを確かめ、２つ
の異方性比を直接比べることの正当性を示した。以上から、実験結果を再現するためには４つの効
果をすべて取り入れなければならないことを明らかにした。本理論と ab initio 計算との残りの差
は、ここでは含めていない、電場による H2 の分子軌道の変形と、H+

2 の基底状態 1sσ のよりエネ
ルギーの高い励起状態との結合に起因する。また、本理論と実験との差は、さらに断熱近似 [3]に
おいて無視される、トンネルイオン化の過程における電場の時間変化に起因する。本研究では核運
動の効果を含めて H2 と D2 の異方性比の計算を行い、実験 [37, 38]に見られる同位体効果を初め
て定量的に再現した。この効果は、構造因子の性質をもって定性的に説明された。
本論文では、異方性比を計算するために β = 0◦, 90◦ の場合のスペクテータの理論の定式化を
行った。そこで、今後は任意の β に対して本理論を拡張し、より複雑な分子についてイオン化レー
トの角度依存性の計算を行う。
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