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1 はじめに
不可逆な核形成初期成長では島とよばれる微結晶が空
間内に点在し、下記のような機構によって成長している
[1]。

1. 微結晶の材料であるモノマーが空間内に一定流速密
度 J で蒸着時間 tのあいだ供給され、島やモノマー
に直接付着するか、これらの島や他のモノマーに捕
獲されるまで空間を拡散定数 Dで拡散する。

2. ダイマー以上で形成されたクラスターである島は空
間内を移動しない。

3. 島のサイズはクラスターに含まれるモノマー数であ
り、供給されるモノマーによって、または、空間を
拡散するモノマーによる直接付着・捕獲によって増
加し、分解はしない。そのため、成長時間の経過に
従って島のサイズは増加する。

このような初期成長過程の研究手法として、Kinetic
Monte-Carlo 法 (KMC) がある。KMC では上記に示し
たモノマー供給事象か空間内拡散事象の選択と選択した
事象に対する発生時間間隔の双方を確率的にとりあつか
い、不可逆核生成初期成長をシミュレーションする。こ
の KMCによって、モノマー密度 N1 や島密度 N、捕獲
領域のサイズ依存性 Bs などについて薄膜形成の実験結
果と比較し得る結果を得ている [2, 3, 4, 5]。特に KMC
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で得られたモノマーを s 個含む島のサイズ密度 (Island
Size Distribution, ISD) Ns に関して、動的スケーリング
仮説 [2, 6, 7]、

Ns = θs−2
av f (s/sav) (1)

に基づいた解析がおこなわれてきた。ここで、θ := Jt

は被覆率であり、平均島サイズ sav :=
∑

s=2 sNs/N であ
る。また、1変数関数 f は他のパラメータによらない普
遍関数である。このスケーリング仮説 (1)を用いた解析
例として、蒸着時間に渡って島の半径が変化しないよう
に単純化した点状島成長過程について、モノマー拡散
の空間次元 d = 4 の ISD に対する Shi らの KMC デー
タを図 1 に示す [8]。この図は、KMC から得た Ns か
ら スケーリング仮説 (1) に基づいて f を得るプロット
(X, Y) = (s/sav,Nss2

av/θ)である。この図より、拡散蒸着
比 R := D/J の増加にともなって f のピークが高くな
り、ピークの幅は狭くなる。加えて、ピーク位置は左側
から s/sav = 3/2 に近づいていく。更に s/sav < 3/2 に
おいて、f は図 1に破線で示した Bartelt-Evans (B-E)特
異性と呼ばれる発散特異性、

f ≈ (S c − s/sav)−ν (2)

に Rの増加に伴なって漸近する*1。ここで、S c = 3/2を

*1 本報文では漸近関係を示す等号として、以下の 3 つを用いる。
(1) ’≃’: 右辺は左辺の漸近解を必要な近似の下で完全にしめし
ている、(2) ’≈’: 右辺において左辺の漸近解における無次元の
数因子を無視するが、物理量の依存性は完全である、(3) ’∼’: 右
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スケールした B-E特異点、ν = 1/2を B-E特異指数とよ
ぶことにする。
以上のように漸近極限として f の B-E 特異性が示さ
れた一方で、図 1で示された 105 ≤ R ≤ 109 の範囲で観
察される B-E 特異性へ漸近する過渡の様子である漸近
的挙動は動的スケーリング仮説 (1)によっては説明でき
ない。そのため、スケーリング仮説 (1)では表わせない
漸近的挙動を補うために、文献 [8]では f のピークの高
さ fpk と S c を基準としたピーク変位 upk の R依存性を
解析し、それぞれ、 fpk ∼ Rϕ と upk ∼ R−γ として、KMC
からピーク指数 ϕ = 0.08とシフト指数 γ = 1/5を得て
いる。
以上の検討から、この仮説における関数 f は 1変数普
遍関数と言うよりも、s/sav に加えて Rも独立変数とし
て含んだ 2変数関数として取扱うべきである。
そこで本報文では、動的スケーリング仮説 (1)とは異

なった、ピーク指数 ϕ とシフト指数 γ、B-E 特異点 S c

を陽に含む新たなスケーリング則を導出し、ϕと γの関
係であるスケーリング関係式を求める。次にこのスケー
リング則に基いたスケーリング解析によって、空間次元
d = 4, 3, 2に対する先行研究 [4, 8, 9]から得られた ISD
の R → ∞における漸近的挙動に対する ϕと γ、S c、ス
ケーリング関数 Φd を得て、更に異なった空間次元 d 間
の Φd が互いに相似であることを調べる。これらの結果
から、異なる空間次元における点状島成長初期成長過程
の ISD が、スケーリング関数を共有する同じ現象のク
ラスに属することを議論する。

2 Widom型スケーリング則の同定
この節では、まず、本報文で ISD に適用する新たな
スケーリング則であるWidom型スケーリング則を導出
する。スケールした ISD f にこのスケーリング則を適
用した時に得られる特異性や、特徴量として現われる指
数間の関係式であるスケーリング関係式もここで与えら
れる。続いて R に関する変化が他の次元より著しい空
間次元 d = 4における f の KMCデータ [8]の特徴を述
べ、Widom型スケーリング則の特徴量 B-E特異点 S c と
ピーク指数 ϕ、シフト指数 γ、スケーリング関数 Φ4 の
抽出を試みる。その後、d = 4で得た知見を用いて、他
の空間次元 d = 3, 2に関してこのスケーリング則を検証
する。
2.1 Widom型スケーリング則の導出
前項で述べたように、動的スケーリング仮説に基づい
てスケールされた ISD である f は、R の増加に伴って
B-E特異性 (2)に近づく傾向はあるものの、その漸近的

辺では左辺の漸近解のうち、興味のあるものの依存性のみを示
している。

挙動を表わすことができない。したがって、s/sav の 1
変数関数と言うよりも、R も変数として加え、更に S c

を陽に導入した2変数関数 f = f (s/sav − S c,R)としてス
ケーリング関数 f を記述するべきである。
このような関数形の下で f に対する R → ∞ の極限
におけるスケーリング則として、自己相似型スケーリ
ング則 [10, 11, 12, 13] が適用できる場合がある。この
スケーリング則は独立変数 y を持つ量 Q に関して、漸
近の程度を示すもう一つの独立変数 L が L → ∞ の時
に、Q(y, L) ≃ LαΦ

[
Lβy
]

(L → ∞) の関数形をもつもの
である。ここで α と β はスケーリング指数、Φ は独立
変数以外にパラメータをもたない 1 変数関数でスケー
リング関数と呼ばれる。更に Qが陽に特異点 yc を持つ
とき、臨界現象における熱力学量のスケーリング解析
で用いられる Widom のスケーリング [13, 14, 15, 16]、
Q ≃ LαΦ

[
Lβ(y − yc)

]
で書くことができる。

Q がこのような関数形を持つとき、L に依存しない
解 Q∗ = Q∗(y − yc) に対する微分方程式 は∂Q∗/∂L = 0
である。この方程式からスケーリング関数の微分方程
式は Φ∗′(u) + (α/β)Φ∗(u)/u = 0 であり、解 Φ∗[Lβ(y −
yc)] = CL−α|y − yc|−α/β (C は積分定数) になる。結局、
Q∗ ≃ LαΦ∗

[
Lβ(y − yc)

]
≈ |y − yc|−α/β になる。α と β が

同符号の場合、この解は y = yc で特異指数 νQ = α/βで
発散する特異性を持つ。
ここで Qにスケールリング関数 f、yにスケールした
サイズ S := s/sav を対応させ、Lと α、βには、それぞ
れ、Rとピーク指数 ϕ、シフト指数 γを対応させ、

f (S ,R) ∼ RϕΦ4
[
Rγ(S − S c)

]
(3)

のスケーリング則を得る。ここで、B-E特異点 S c は yc

に対応している。特異点を陽に含んでいるこの f に関
するスケーリング則をWidom型スケーリング則と呼ぶ
ことにする。なお、Q∗ ≈ |y − yc|−α/β に対応して、R に
依存しない f ≈ |S c − S |−ϕ/γ になる。この結果を R→ ∞
における f と解釈して、B-E特異指数 νは、

ν = ϕ/γ (4)

になる。
さて、R → ∞の極限で、サイズ sの連続近似に基づ

いた ISD速度方程式の準流体力学近似の解 [17]として
得られる f は、

f (S ,R→ ∞) ≈ |S − S c|−νF (S < S c), (5)
νF = (2z − 1)/z (6)

であり、準流体力学近似からも B-E 特異指数 νF が
得られた。ここで z は sav の動的指数であり、z :=
limθ→∞ d ln sav/d ln θ で定義される。従って、平均サイ
ズの被覆率依存性は sav ∼ θz (θ → ∞)になる。更に二つ
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3

の B-E特異指数 νと νF を等しいとおいて、スケーリン
グ指数 ϕと γ、ν、動的指数 z間のスケーリング関係式、

ν = ϕ/γ = (2z − 1)/z = νF (7)
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異性指数 ν は ν = (2z − 1)/z と表わせる。今回とりあ
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ピーク指数はシフト指数の半分であるとする。
2.2 d = 4 における ISDスケーリング関数 f の特徴お

よびスケーリング則の検証
文献 [8]において空間次元 d = 4の f に関する KMC
データには下記の特徴がある。なお、以下ではスケール
したサイズの変位 τ := S − S c とする。

A1. S が特異点に近い、すなわち、|τ|が小さい時、
S c より小さい位置に有限なピークを持つ。R の増
加に伴ってピークは成長し、その位置は左から S c

に漸近して行く一方で、B-E特異性による発散は除
かれている。またこの発散が除かれている区間は R

の増加に従って減少する。
A2. 上記とは対照的に、|τ|が大きい場合では f が
B-E特異性 (図 1の破線)に漸近している。また、R

の増加とともに B-E 特異性に漸近する範囲は拡大
する。
A3. ISD は平均場近似の速度方程式の数値解と非
常によく一致している。

以上のような特徴を踏まえ、特異点 S c とスケーリン
グ指数 ϕ、γ、スケーリング関数 Φ4を求め、KMCのデー
タについてスケーリング則 (3)が満されているか否かを
検証する。このスケーリング則に f が従う場合、τや R

に関する様々な f (S ,R)のデータを座標

(X, Y) = [Rγτ, f (S ,R)/Rϕ] (8)

によってプロットすることで、全てのデータはスケーリ
ング関数 Φ4(X)に沿う。この性質を用いて、プロットが
単一の曲線に沿うようにスケーリング指数 ϕ、γ や特異
点 S c を選ぶことで、Φ4 を見い出すことができる。この
ような解析方法をスケーリング解析と言う [18, 19]。な
お、本報文では、スケーリング解析を行なう際に用いる
スケーリング指数および特異点をスケーリングパラメー
タと呼ぶことにする。
空間次元 d = 4 では、サイズ特異点 S c に既知の 3/2

を使用し、異なる Rにおいてピークの高さとその位置が
一致するように、それぞれ、ϕと γを調整することでス
ケーリングプロットを作成した。なお、各パラメータは

0 0.5 1 1.5 2 2.5

s/s
av

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

s
2 a
v
 N

s
/

Fig.1 Scaled KMC island-size distribution s2
avNs/θ as

function of s/sav for d = 4 [8](R = 105/8;・, 107/8;▲,
109/8; ■, and 1010/8;▶). Broken line is Bartelt-Evans
(B-E) singularity curve, (4 × 3/2)−1/2(s/sav − 3/2)−1/2.

文献 [8]を出発点とした。得られたパラメータを表 1に
示す。

d = 4 における KMC データである図 1 について、
スケーリング則 (3) に基いてスケールしたプロット
が図 2 である。横軸は X := R1/6(s/sav − 3/2)、縦軸
Y := s2

avNs/(θR1/12) である。Rh = 8R = 105 より大き
い Rh をもつ 3つの KMCデータは散らばりをもって同
一曲線上に沿っている。ピークにおける偏差の相対値
∆ fpk/ fpk によってスケーリング関数の精度を見積ると
1%であり、この結果からこの曲線がスケーリング関数
Φ4 を示していると判断した。
2.3 スケーリング関数の性質
前項で得たスケーリング関数 Φ4(X)は、以下の特徴を

持っている。

B1. 位置 X∗ = −2.35 に極大を一つもった滑らか
に変化する関数で発散特異性はない。また、半値幅
Xhw = 8.0である。横軸 X < −Xhw の領域で B-E特
異性 Y ≈ |X|−1/2 (図 2破線)に沿い、X > 0ではその
増加に従って Y が X のベキよりも速やかに零に近
づいている。
B2. −Xhw < X < X∗ では、|X|−1/2 から著しく外れ、
発散特異性はない。

上記特徴 B1 によって、Φ4(X) は X = X∗ < 0 に極大
を持つなめらかな関数である。X = Rγ(S − S c)であるの
で、図 1 のように横軸を S に取ったときのピーク位置
S ∗ は、S ∗ − S c = −R−γ|X∗| になり、R の増加とともに
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Table 1 Scaling parameters for ISD.

d S c ϕ γ α β Scaling plot KMC Data

4 3/2 1/12 1/6 1/4 1/2 Fig. 2 [8]
3 1.55 1/18 1/9 1/6 1/3 Fig. 4 [9]
2 1.65 1/48 1/24 1/16 1/8 Fig. 6 [4]
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Fig.2 Scaled KMC island-size distribution
s2

avNs/(θRγ/2) as function of R1/6(s/sav − 3/2) for
d = 4. Broken line is B-E singularity curve,
(4× 3/2)−1/2R1/12(s/sav − 3/2)−1/2. Symbols are same as
these in Fig 1.

f (S ,R)のピーク S ∗ は左から S c に近づく。スケーリン
グ則 (3)より、ピークの高さ fpk は fpk ∼ RϕΦ4 (X∗) ≈ Rϕ

で表わされる。このピーク位置と高さの挙動は図 1と一
致している。
また、特徴 B2によって、S < S c − XhwR−γ が B-E特
異性を示す範囲になる。結局、R → ∞ の極限ではこの
範囲が S < S c になるため、0 < S < S c の領域で特異
性を示すことになり、極限 R → ∞で B-E特異性 (2)を
得る。
2.4 d = 3、2に関するスケーリング
空間次元 d = 3、および、2に関するスケーリング則の

検証を図 3、4、および、図 5、6に示す。d = 4も含め
て、スケーリングパラメータとして表 1を得た。なお、
d = 3 の各スケーリングパラメータは、Shi らによる結
果 [9]を用いた。
一方、d = 2 に関しては、これらのパラメータに関
する先行研究がないため、以下のようにして決定した。
(1) KMCデータがスケーリング則に従うと仮定すると、

f ∼ RϕΦ2(Rγτ) で表わされ、S = S c では、RϕΦ2(0) に
なる。(2) 図 5 によると、R の増加に伴うピークの高さ
の変化は非常に小さい。したがって、S = S c の KMC
データは実効的に一定値 CΦ2(0) (C は定数)になる。こ
のことから Rを変化させても同じ値になっている KMC
データの交点の位置が S c になる。そこで KMCデータ
の交点を探し、S c = 1.65 を得た。また、この空間次元
では、2種類の被覆率 θ = 0.1, 0.5のデータが存在する。
物理量の次元斉次性によって、本来、 f と Φd は引数も
含めて無次元関数であるべきである。そこで、無次元量
である平均サイズ sav ∼ R1/3θ2/3 = (Rθ2)1/3 を通して R

が出現すると仮定すると、R を Rθ2 で置き換えること
で、θにも関連したスケーリング則、

f (S ,Rθ2) ∼ (Rθ2)ϕΦ2[(Rθ2)γτ] (9)

が得られる。d = 2では、このスケーリング則に基づくス
ケーリングプロットとして、(X, Y) = [(Rθ2)γτ, f /(Rθ2)ϕ]
を採用した。d = 3、2 に関するスケーリングプロット
を、それぞれ、図 4、6に示す。
まず d = 3 に関しては、Rh = 2dR = 105 より大きい

データについて、2 つの KMC データが一つの曲線に
沿っている。従ってこの曲線が Φ3 を示していると判断
した。d = 4の場合と同様に ∆ fpk/ fpk で Φ3 の精度を見
積ると 1%になり、d = 4と同じになった。一方 d = 2で
は、他の次元と比較すると偏差が大きく、∆ fpk/ fpk = 3%
であった。この精度の範囲内でプロットの描く曲線が
Φ2 である。また、Rと θが独立には出現せず、Rθ2 また
は R1/2θで現われると判断した。
以上の結果、それぞれの精度の下で、スケールされた

ISDは空間次元 d = 2, 3, 4に依存するスケーリングパラ
メータ (表 1)とスケーリング関数 Φd によって、

f (S ,Rθ2) ∼ (Rθ2)ϕΦd

[
(Rθ2)γτ

]
, (10)

τ := s/sav − S c (11)

のスケーリング則を満すことが解った。ここで、d = 2
の際に導入した θ も含むスケーリング則 (9)が d = 3, 4
でも成立するとした。

4	 中井日佐司� （2022 年 2 月）
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Fig.3 Scaled KMC island-size distributions s2
avNs/θ as

function of s/sav for d = 3 [9](R = 105/6; ×, 107/6;
△, and 109/6;□). Broken line is B-E singularity curve,
(4 × 1.55)−1/2(s/sav − 1.55)−1/2.
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Fig.4 Scaled KMC island-size distribution
s2

avNs/(θR1/18) as function of R1/9(s/sav − 1.55)
for d = 3. Broken line is B-E singularity curve,
(4 × 1.55)−1/2R1/18(s/sav − 1.55)−1/2. Symbols are same
as these in Fig 3.
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Fig.5 Scaled KMC island-size distribution s2
avNs/θ as

function of s/sav for d = 2 [4] (R = 107/4; ▽ and ▼,
108/4; ☆ and ★, 109/4; ◇ and ◆, with open symbols
(▽,☆ and◇) for θ = 0.1, and close symbols (▼,★ and
◆) are θ = 0.5). Broken line is B-E singularity curve,
(4 × 1.65)−1/2(s/sav − 1.65)−1/2.
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Fig.6 Scaled KMC island-size distribution
s2

avNs/(θR1/48) as function of R1/24(s/sav − 1.65)
for d = 2. Broken line is B-E singularity curve,
(4 × 1.65)−1/2R1/48(s/sav − 1.65)−1/2. Symbols are same
as these in Fig 5.
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2.5 スケーリングパラメータとスケーリング関数の空
間次元依存性

この小節では、スケーリング解析から得られたスケー
リングパラメータの空間次元依存性と、異った空間次元
間のスケーリング関数相似性について述べる。
■スケーリングパラメータ 蒸着開始時 (θ = 0) に発
生した島のサイズ、すなわち、累積モノマー捕獲量
x := R

∫ θ
0 N1(θ′)σ(θ′)dθ′ を用いて、B-E 特異点 S c は

S c = x/sav であらわせる。サイズの離散性によるゆらぎ
を無視する準流体力学近似の下でサイズ sの島によるモ
ノマー捕獲数 σs にサイズ依存性を無視した平均場近似
σ(θ)を用いたとき、定義より、xは θにおける最大サイ
ズになる [20]。d = 4 における S c は、これら近似の下
で求めた 2/3に一致している。一方、d = 3, 2では次元
の減少に伴い、S c が増加する。
表 1 によると、スケーリング指数 ϕ と γ は d の減少
に伴なって減少する。特に、二次元基板上における点状
島成長 (d = 2) の先行研究 [17, 21, 22] では、B-E 特異
性に達する前に f が f (S )の関数形に漸近して行くと結
論されている。これは、ϕ = γ = 0に対応している。対
照的に、本報文では非常に小さいが有限な ϕ = 1/48 と
γ = 1/24を得た。
■スケーリング関数とその相似性 d = 4, 3, 2における
スケーリング関数において、それぞれ、ピーク位置 X∗ =

−2.4,−1.2,−0.65、ピーク高さΦd(X∗) = 0.29, 0.41, 0.60、
半値幅 Xhw = 8.0, 4.0, 2.5 を得た。従って、空間次元の
減少にともなってピークは尖鋭化している。
一方、ピークやその位置、広がりは以上のように異な
るものの、各次元のスケーリング関数 Φd は互いに良く
似ている。そこで、スケーリング解析で得た Φd が相似
変換 Φd(X) = Add′Φd′ (Bdd′X) で表わせることを確かめ
た。相似変換の結果を図 7に示す。
この図では、d = 4とし、d′ = 3, 2とした。d = 4と 3の

一致は非常に良い。d = 2では、−Xhw/4 < X < −Xhw/8
における範囲でピークの尖鋭に伴う不一致が見られる以
外は、良い一致が見られる。よって、d = 2における不
一致がある範囲を除き、異なった次元 dの間でスケーリ
ング関数 Φd が互いに相似であると判断した。

3 議論
この節では、前節までに得た結果からスケーリング関
数 Φd に関して次元斉一性によって引数を検討し、Φd が
異なる空間次元 d の間で近似的に相似である前項の結
果から d に依存しないスケーリング関数 Φ を持ったス
ケーリング則を示す。最後に、このスケーリング関数の
持つ現象論的な特徴について議論する。

3.1 スケーリング関数に関する関数形の検討
これまでに、各々の dについて、スケーリング則 (10)

を提示した。この関数形では、無次元関数である f お
よび Φ に対して、左辺やその引数が無次元ではない
([R] = Ld+2、[θ] = L−d、ここで、L は長さの次元を示
す)。そこで次元斉一性を陽に表すために、無次元量
である sav で書きなおす。実数 λ について、(Rθ2)λ =
(R1/2θ)z(2λ/z) ∼ s2λ/z

av であるので、
f (S , sav) ≈ s2ϕ/z

av Φd(s2γ/z
av τ) (12)

=: sαavΦd(sβavτ) (13)

を得る。上式 2番目の等号で、Rに関するスケーリング
指数 ϕ と γ に対応する sav に関するスケーリング指数
を、それぞれ、α := 2ϕ/zと β := 2γ/zで定義した。今回
とりあつかっている空間次元 d = 2, 3, 4では z = 2/3で
ある [4, 6, 8, 9, 23]ので、α := 3ϕと β := 3γとして、表
1に示した。
スケーリング則 (13) において、サイズ s と累積モノ

マー捕獲量 xでスケーリング関数Φdの引数を表わすと、
X = sβavτ = (s − x)/s1−β

av である。この引数から、ピーク
ŝ ≈ xの周辺で ISDが大きく変化するサイズ sの区間は、
引数の分母 s1−β

av 程度になる。SIDのピーク ŝの周りでガ
ウス分布にあてはめると ISDは ∼ exp[−c(s− ŝ)2/s2(1−β)

av ]
(cは無次元の正定数)で表わすことができ、島サイズの
偏差 sd が sd ≈ s1−β

av =: sδav であることが解る。ここで sd

の指数として δ = 1− βを定義した。従って、βの減少に
よって、sd の指数 δは 1に向って増加する。d = 4, 3, 2
では、それぞれ、β = 1/2, 1/3, 1/8であり、次元の減少
にともなって減少するため、δ は増加する。この sd に
関する sav 依存性から、sav → ∞の極限で空間次元が小
さいほど島サイズのゆらぎが大きくなることを示してお
り、先行研究における空間次元に関したゆらぎの影響の
議論 [24, 25, 26, 27]と一致している。
3.2 空間次元を跨ぐ普遍性
スケーリング則 (13) に基づいたスケーリング解析

によって、 f が 表 1 および、各スケーリング関数 Φd

(d = 2, 3, 4) によって表わせることが解った。また、
d = 2 に関しては近似的にではあるが、スケーリング
関数 Φd が互いに相似であることが確かめられた。つま
り、異った dと d′、d′′ におけるスケーリング関数 Φd と
Φd′、Φd′′ は、

Φd(X) = Add′Φd′ (Bdd′X)
Φd(X) = Add′′Φd′′ (Bdd′′X)

の関係にある。この時、第 1式で X → (Bdd′X)、第 2式
で X → (Bdd′′X)と再定義すると、

Φd′ (X) = Φd(X/Bdd′ )/Add′ ,

Φd′′ (X) = Φd(X/Bdd′′ )/Add′′
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2.5 スケーリングパラメータとスケーリング関数の空
間次元依存性
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ズになる [20]。d = 4 における S c は、これら近似の下
で求めた 2/3に一致している。一方、d = 3, 2では次元
の減少に伴い、S c が増加する。
表 1 によると、スケーリング指数 ϕ と γ は d の減少
に伴なって減少する。特に、二次元基板上における点状
島成長 (d = 2) の先行研究 [17, 21, 22] では、B-E 特異
性に達する前に f が f (S )の関数形に漸近して行くと結
論されている。これは、ϕ = γ = 0に対応している。対
照的に、本報文では非常に小さいが有限な ϕ = 1/48 と
γ = 1/24を得た。
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の関係にある。この時、第 1式で X → (Bdd′X)、第 2式
で X → (Bdd′′X)と再定義すると、
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Fig.7 Scaled KMC island-size distribution Adw = Ad s2
avNs/(θRγ/2) for d = 4 (black), 3 (green) and Adw =

Ad s2
avNs/[θ(θ2R)γ/2] for d = 2 (red) as function of B−1

4d u = B−1
4d Rγ[s/sav − S c] and B−1

4d u = B−1
4d (θ2R)γ[s/sav − S c],

respectively, where A4d and B4d are metric factors (A43 = 0.71, B43 = 0.51, A42 = 0.54, and B42 = 0.30 ) with which
the two scaling functions Φ4 and Φd are equal as Φ4(X) = A4dΦd(B4dX). Symbols are same as these in Fig 1, 3, and 5.

になる。この式で Φd′ (X) と Φd′′ (X) はどちらも Φd(X)
に相似であり、d の依存性を考慮せず、Φd = Φ として
良い。Ad′ = A−1

dd′、Bd′ = B−1
dd′ などとすると

Φd′ (X) = Ad′Φ(Bd′X),

と書ける。従って、一般には、Φd(X) = AdΦ(BdX)と書
くことができる。
以上の結果をスケーリング則 (13) に代入して、次元
を跨いだスケーリング則

f (S , sav) ≃ Ad sαavΦ(Bd sβavτ), (14)

Ns ≃ Adθsα−2
av Φ(Bd sβavτ) (15)

を得る。まとめると、

1. スケーリングパラメータである特異点 S c とスケー
リング指数 α、βは空間次元に依存する。

2. 一方、スケーリング関数 Φ は空間次元 d に依存し
ない普遍的な 1変数関数である。

3. 以上のスケーリングパラメータとスケーリング関数
を用いて、空間次元や系の詳細に依存する計量因子
Ad と Bd を用いた相似変換として、スケーリング
則 (15)が構成される。

以上は、現象論的には「スケーリング則 (15)を通して、
d = 2, 3, 4 におけるスケールした ISD は (d = 2 では限
定的であるものの)スケーリング関数 Φを共有する同じ
クラスに属する」と解釈できる。
Φ の解析解を求めるために、スケーリング則 (15) を

利用しよう。α と β は空間次元に依存して変化する一
方、Φは依存しない。したがって、一番簡単に解くこと
ができる空間次元で Φ を求めれば良い。先に節 2.2 の
特徴 A3で述べたように、d = 4において、ISDは捕獲
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数のサイズ依存性を無視した平均場近似による ISD の
速度方程式に関する数値計算結果と非常によく一致する
[8]。更に、R → ∞ の際に捕獲数の主要項 σ∗4 は、点状
島の半径に対応するフィッティングパラメータ r0 を用
いて、 σ∗4 ≃ 4π2r2

0 であるので [23]、この項のみを残し
て捕獲数を定数として取り扱うと、Dubrovskiiらによっ
て得られた漸近解 [20]、

Ns ≃
e−p2

√
2π
√

Rσ∗4(2x)1/4

∫ ∞
0

e−q2−2pq

q1/2 dq (16)

で表わすことができる。ここで、p = (s − x)/
√

2x ≈
s1/2

av (S − S c)である。s2
av/θ ∼ s1/2

av ≈ x1/2 であり、次元解
析から得られる f ≈

√
Rσ∗4x1/2Ns から、

f (S , x) ≈ x1/4e−p2
∫ ∞

0

e−q2−2pq

q1/2 dq (17)

≈ s1/4
av φ4(p) (18)

になる。ここで、φ4(p) := e−p2 ∫ ∞
0

e−q2−2pq

q1/2 dq は漸近解
(16)から得られたスケーリング関数である。
式 (17)をスケーリング則と解釈すると、スケーリング
指数が α = 1/4、β = 1/2であり、d = 4における KMC
から得られた結果と一致している。本報文では計量因子
が不明なので、スケーリング関数 φ4 を相似変換したス
ケーリングプロット (X, Y) = [1.91p, 0.21φ4(p)](図 7 の
点線)と Φ4 を比較した。線幅とピークの高さは d = 3, 4
と一致して Φ4 とほぼ相似であり、Φ4 の主要な性質を
有していると判断した。Dubrovskii らによれば島サイ
ズが離散的であることによる速度論的ゆらぎによって
φ4 が決定されている [28, 29, 30, 31]。したがって、φ4

のこの性質を スケーリング解析で得たスケーリング関
数 Φ4 および Φ が引き継いでいるとすれば、これらの
スケーリング関数は d や系の詳細に依存しない速度論
的ゆらぎによって構成される部分であり、ISDのピーク
に広がりをもたせ、発散を抑えている。他方、スケーリ
ングパラメータと計量因子は、d や島成長の詳細による
影響を受ける部分となっている。なお、スケーリングプ
ロットで (X, Y) = [1.91(p − 0.45), 0.21φ4(p)]として、φ4

を左にシフトしたものを実線で図 7に示す。この曲線と
d = 4との一致が非常によい一方でシフトの意味は明か
ではない。しかしながら、内挿式としての使用には有効
である。

ISD速度方程式で空間次元依存性を反映させることが
できるのは、島がモノマーを捕獲する強さを表わす捕獲
数 σs のサイズ依存性である。もし、適切な σs の発見
によって得られた ISD速度方程式が今回検討した KMC
と同じスケーリング則を有し、スケーリングパラメータ
とスケーリング関数が一致するなら、現象論的には、こ
の速度方程式も KMC の ISD が属する現象クラスに属

することになる。更に自己相似型スケーリング則を満す
物理量のスケーリング指数に関しては、これらを系統的
に求めるくりこみ群による研究がある [13, 12]。今後は
これらの事項に注意しながら、ISDに関するスケーリン
グ則の研究を継続する。

4 まとめ
KMCによる不可逆点状島成長について、空間次元 d =

3, 4では、Widomのスケーリングに基づいた ISDに関す
る新たなスケーリング則 f ≃ Ad sαavΦ(Bd sβav(s/sav − S c))
が得られた。一方、d = 2では他の次元のスケーリング
関数と比べて、半値幅で 1/4のピーク周辺領域で尖鋭化
が認められた。また、スケーリング関数 Φが空間次元に
依存しないことを利用し、d = 4に対応する平均場近似
の ISD 速度方程式を用いて得た解析的なスケーリング
関数 φ4(p) = e−p2 ∫ ∞

0
e−q2−2pq

q1/2 dq は Φ の特徴を再現した。
このことは、φ4 の方程式の特徴である運動論的機構と
島サイズの離散性に伴うゆらぎ、すなわち、速度論的ゆ
らぎによって対応する KMC のスケーリング関数 Φ が
構成されていることを示している。
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することになる。更に自己相似型スケーリング則を満す
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KMCによる不可逆点状島成長について、空間次元 d =

3, 4では、Widomのスケーリングに基づいた ISDに関す
る新たなスケーリング則 f ≃ Ad sαavΦ(Bd sβav(s/sav − S c))
が得られた。一方、d = 2では他の次元のスケーリング
関数と比べて、半値幅で 1/4のピーク周辺領域で尖鋭化
が認められた。また、スケーリング関数 Φが空間次元に
依存しないことを利用し、d = 4に対応する平均場近似
の ISD 速度方程式を用いて得た解析的なスケーリング
関数 φ4(p) = e−p2 ∫ ∞

0
e−q2−2pq

q1/2 dq は Φ の特徴を再現した。
このことは、φ4 の方程式の特徴である運動論的機構と
島サイズの離散性に伴うゆらぎ、すなわち、速度論的ゆ
らぎによって対応する KMC のスケーリング関数 Φ が
構成されていることを示している。
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