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Abstract

This thesis is a set of research outputs that theoretically discuss mechanics of quantum tur-

bulence in superfluids. The mechanics is widely called Bose-Einstein condensation(BEC).

It refers to the turbulent motion that appears under the macroscopic quantum state phase

of cold atoms. In a turbulent system regardless of whether it is a classical fluid or a

quantum fluid, it splits from a large-scale vortex to a small-scale vortex, and the kinetic

energy of the fluid propagates cascaded from the low wavenumber to the high wavenumber

spectrum. This is called an energy cascade during turbulence. In the small inertia region,

the motion of the fluid due to the turbulence is dominant and the effect of viscosity is neg-

ligible. As a result, the energy spectrum is determined only by the energy dissipation and

vortex-scaled wavenumbers. For classical turbulence, Kolmogorov discovered that it takes

a statistical distribution of E(k) = cϵ2/3k−5/3, where E(k) is the energy spectrum of a tur-

bulent system, ϵ is the energy input rate and c is an arbitrary constant, and many studies

have subsequently confirmed it. It is now called the Kolmogorov’s law (K41) because of his

report in 1941. In recent years, Kolmogorov’s law has also been investigated for quantum

turbulence, and research results have been widely reported in both experiments and the-

ories, such as two-dimensional systems, three-dimensional systems, and multi-component

systems. Quantum fluids are composed of macroscopic quantum-state atomic groups that

are in phase with each other as matter waves in an extremely low temperature environ-

ment, and have no viscosity. Due to this feature, it is easy to verify and reproduce between

theory and experiment with fewer elements than classical fluids. The attention is being

paid to the elucidation of the physical phenomenon of turbulence, which is considered to

be one of the unsolved problems. The outline of the thesis is as follows.

1. ”Orthogonal and antiparallel vortex tubes and energy cascades in quantum turbulence”

In the developed turbulence, large-sized vortices are split to generate small-sized vortices,

and the mechanism is gradually repeated and the ends of the small vortices are dissipated

by viscosity. In classical turbulence, Richardson recorded the process as a picture of the

size of the vortex ring, known as the Richardson Cascade. Kolmogorov theoretically con-

sidered the turbulent cascade mechanism from the viewpoint of energy spectrum, and the

Kolmogorov’s law became known based on the velocity correlation in turbulence. In re-

cent years, Goto et al. have conducted a theoretical study on the dynamics between each

wavenumber spectrum of the vorticity distribution, and visualized and clarified the cascade

mechanism in which small scales orthogonal to large scale vortices are generated. On the

other hand, in quantum turbulence, the energy spectrum of the power law of −5/3 has al-

ready been confirmed, so it is expected that a cascade mechanism of vorticity distribution

will appear by the same mechanism. Therefore, we investigated the elementary process of
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the cascade mechanism of the same vorticity distribution, and based on the same result as

the classical fluid, we further studied the vorticity distribution in the quantum turbulence.

In the field of quantum turbulence, there has been no research focusing on the kinetic

mechanism of vorticity distribution related to the energy cascade. From the results of this

study, it was found that the process of generating small-scale vortices from large-scale vor-

tices in turbulent flow is same as that of classical fluids. The above results can be expected

to help elucidate turbulent dynamics across classical and quantum domains by visualizing

the mechanism of turbulent motion in the energy cascade.

2. ”Kolmogorov-Hinze scales in turbulent superfluids”

In turbulent flow of two fluids such as water and oil, which do not dissolve and each

naturally splits into a uniform droplet. The separated droplet size quantitatively corre-

sponds to the injection energy for the external force causing turbulence. If the energy

is large, the turbulent flow is fast, and the water and oil droplet sizes are small, and if

the energy is small, the flow is slow and the droplet size is large. Studies by Kolmogorov

and Hinze show that scaling the energy injection rate and drop size by external force in

classical turbulence universally shows the power of −2/5. This universality is called the

Kolmogorov-Hinze(KH) scales. We investigated KH scales for quantum turbulence is by

superfluids. It was found that there are two dominant regions, the same scale as the clas-

sical fluid and the scale with the characteristics of the quantum fluid when the repulsive

interaction between the two components is regarded as the interface between water and oil.

For relatively large repulsive interactions, the classical fluid scale is the power of － 2/5,

and for relatively small values, the quantum mechanical power of −1/4 is dominated by

momentum uncertainty. It was found that there are two tendencies. These studies will

be conducted in the future by analyzing the cascade region based on the energy injection

rate and determining whether the quantum nature of the turbulent system is dominant

based on the interaction of the quantum turbulence of the multi-component system. It is

expected to be applied in the turbulent system.
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論文要旨

　本学位論文は超流動体における量子乱流の力学現象について理論的に議論した研究を
まとめたものである。この現象は広くボース・アインシュタイン凝縮 (BEC)とよばれる、
冷却原子のマクロな量子力学的状態で起こる乱流運動を指す。乱流の系では、流体の不安
定性のずれから発達した渦が発生し、大スケールの渦から小スケールの渦へ漸化的に分裂
する。それに伴い流体の慣性エネルギーが、低波数スペクトルから高波数スペクトルに向
かってカスケード伝搬する。これを乱流中におけるエネルギーカスケードといい、大小渦
の分裂が伴う領域を慣性領域という。慣性領域では、乱流による流体の運動が支配的とな
り粘性の影響が無視できるほどになる。その結果、乱流の慣性領域のエネルギースペクト
ルは慣性エネルギー ϵと波数空間であらわす渦のスケール kで定まる。古典流体において、
乱流の系のエネルギースペクトルをE(k)、任意定数を cとするとき、E(k) = cϵ2/3k−5/3の
統計的な分布をとるとしてコルモゴロフが仮説をたて、その後多くの研究により確かめら
れた [1–8]。現在では−5/3べき乗のコルモゴロフ則とよばれている。そして近年、量子乱
流のエネルギースペクトルについてもコルモゴロフ則が確かめられ、実験、理論ともに二
次元系、三次元系、多成分系など多くの研究が報告されている [9–14]。量子流体は極低温
の環境下により、物質波として位相が揃った巨視的な量子状態の原子集団で構成され粘性
がない特徴をもつ。この特徴から古典流体と比較して少ない要素で理論と実験相互の再現
が容易である。そのため未解決問題の一つとされる乱流の物理現象の解明に注目されてい
る [15]。以上の背景をもとに、量子乱流のエネルギーカスケードについて、慣性領域にお
ける渦度分布の動力学的なメカニズムを可視化し分析することと、二成分系超流動体の定
常乱流の環境下で、分裂する流滴サイズとエネルギー注入率の関係性の解明することを動
機とし、数値計算による理論的な検証と考察を軸に研究を進めた。本論文の概要は以下の
とおりである。

1. 「量子乱流における渦度分布の階層構造」
発達した乱流中では大きなサイズの渦が分裂し小さなサイズの渦が生成され、そのはたら
きが漸化的に繰り返し小さな渦の果ては粘性によって散逸される。古典乱流ではリチャー
ドソンが、その過程を渦輪の大小の描像として記録を残し、それはリチャードソン・カス
ケードとして知られている [16]。コルモゴロフは乱流におけるカスケードの機構について、
エネルギースペクトルの観点から理論的に考察し、乱流中の速度相関をもとに運動エネル
ギーが波数の−5/3乗に従うことを発見した [1]。今日ではコルモゴロフ則として知られ、
多くの実験や数値計算で確認されている。近年、後藤らの理論的研究で、渦度分布の各波
数スペクトル間の大スケール渦から直交した小スケール渦が生成される過程が可視化され、
乱流による分裂のメカニズム明らかになった [17–19]。一方、量子乱流においても、既に
コルモゴロフ則のエネルギースペクトルが確認されていることから、同様のメカニズムに
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よって渦度分布のカスケードがあらわれると期待される。そこで本研究は同様の渦分裂の
過程を分析し古典流体と同様の結果を足掛かりに、さらに量子乱流中における渦度分布の
詳細ついて研究を行った [14]。量子乱流の分野では、これまでエネルギーカスケードに関
わる渦度の波数スペクトル間に働くダイナミクスに着目した研究はない。本研究の結果で
は乱流中の大スケール渦から、小スケール渦が生成される過程が古典流体と同等のメカニ
ズムであることが分かった。以上の結果はエネルギーカスケードについて、乱流運動を可
視化することで、古典、量子の領域をまたいだ乱流力学の解明を担うと期待できる。

2. 「二成分系量子乱流における流滴サイズとエネルギー注入率の関係性」
水と油のような二流体の乱流中では互いの成分が溶け合うことなく、それぞれが自然と均
一な流滴状に分裂する。その分裂した流滴サイズは、乱流を起こす外力の注入エネルギー
の大小と定量的に対応する。エネルギーが大きいと乱流の流れは激しく、分裂した二流体
それぞれの流滴サイズは小さくなり、反対にエネルギーが小さいと流れはゆるやかで流滴
サイズは大きくなる。古典乱流において、外力のエネルギー注入率と流滴サイズの関係性
をスケーリングすると、普遍的に−2/5のべき乗を示すことが、コルモゴロフとヒンゼの
研究によって調査されている。このべき乗則をコルモゴロフ・ヒンゼ (KH)スケールとい
う [20, 21]。本研究はこの KHスケールについて、超流動体による量子乱流を対象に調査
した。超流動体では斥力相互作用の値によって二成分間の界面の厚さを可変することがで
き、我々はその強弱に応じて水と油のような古典流体と同じKHスケールと量子流体の特
徴をもつKHスケールの二つの領域があることを発見した。斥力相互作用が比較的強い条
件では、古典流体的な−2/5のべき乗のスケールとなり、弱い条件では運動量の不確定性
が支配的となる量子力学的な−1/4のべき乗となる。本研究の結果は、多成分系の量子乱
流のエネルギーカスケード領域の分析や、斥力相互作用をもとにした乱流の系の量子性と
古典性の判別などで今後の応用に期待できる。
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置から (x, y) = (0.5, 11.2), (0.5.20.8)の位置まで速度 0.01で動かし、ポテン
シャルの間から量子渦対を生成させる。その後 (a)では、(x, y) = (40, 16)の
位置に直径 2、大きさ 1の引力 (青色)ポテンシャルを配置し、移動してきた
量子渦対の渦間距離を短くさせて、加速させる。(b)では、(x, y) = (40, 16)

の位置に直径 2、大きさ −1の斥力 (赤色)ポテンシャルを配置し、移動し
てきた量子渦対の渦間距離を長くさせて、減速させる。(a)では量子渦が
引力ポテンシャルを通過した後、渦間距離が狭く変化し移動速度が上がる。
(b)では量子渦が斥力ポテンシャルを通過した後、渦間距離が広く変化し移
動速度が下がる [49]。 T. Aioi, T. Kadokura, T. Kishimoto, and H. Saito,

Controlled generation and manipulation of vortex dipoles in a Bose-Einstein

condensate, Phys. Rev. X1, 021003 (2011). . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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1.10 それぞれ (a)は密度、(b)は同時刻の位相、(c)は速度場をあらわす。(x, y) =

(±1,±1)の二次元の一様な超流動体に直径0.2の円形ポテンシャルを (x, y) =

(0, 0)に配置し、左から右に向かって音速付近の流れを与えた様子を示す。
(a)ではポテンシャルの後方には密度がほぼゼロの領域があり、前方には角
度のついた密度の大きな波が生じている。(b)の位相では量子渦が存在して
いないことが確認される。(c)の速度場では、円形ポテンシャル後方の密度
が小さい方向に向かって速度ベクトルが向き、密度が小さい方向に流れてい
ることがわかる。数値計算は擬スペクトル法を用いて算出した。詳細につい
ては 付録 (A)にて示す。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.11 (a)–(c)は量子乱流中の渦芯 (緑色)とランダムポテンシャルの等値面 (青色)

の時間発展、(a′)–(c′)は同じ時刻のエネルギースペクトル、(a′′)–(c′′)は同じ
時刻の確率密度 |ψ|2の断面 (z = 0)の様子。系は (x, y, z) = (±64,±64,±64)

の三次元空間で周期的境界条件を課してある。ランダムポテンシャルがつく
りだす外力により、発達した定常乱流の状態になると、エネルギースペクト
ルは−5/3べき乗のコルモゴロフ則となる。定常乱流により量子渦がランダ
ムな運動をする。詳細は本論文の 3章を参照。数値計算は擬スペクトル法
を用いて算出した ( 付録 (A))。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.1 (a)はガリレオ・ガリレイがスケッチした乱流の絵画。排水溝から排出さ
れる大スケールの水流が、水路に流れ出るときに乱流を作り出している様
子が描かれている。”Turbolenza”, The‘ blob ’drawings of Leonardo Da

Vinci, Italy, (1508), https://lebbeuswoods.wordpress.com/2010/12/03/da-

vincis-blobs/ (b)は多摩川をまたぐ稲城大橋にある北多摩一号水門裏の排水
溝。条件が同等であれば同じような現象を見ることができる。 . . . . . . . 35

2.2 (a)は定常乱流の確率密度 |ψ|2、(b)は同じ時刻の速度場のベクトル図。(x, y) =
(L,L), L = 64の二次元空間の周期的境界条件を課した系に対して、およそ
L/4のサイズのランダムポテンシャルによるエネルギーを注入し流体の運動
エネルギーが定常になるまで十分な時間が経過した状態である。定常状態
の乱流中では大小のスケールの渦や流れが見られる。数値計算は擬スペク
トル法を用いて算出した。数値計算の詳細については 付録 (A)にて示す。 36

2.3 (a)は乱流状態の慣性領域における大スケールの渦が小スケールの渦へカス
ケード分裂するイメージ図。(b)はの乱流の系のエネルギースペクトルE(k)

を示す。(a)のイメージで描くような渦の分裂がエネルギースペクトルの慣
性領域で起きている。低波数領域 ki(induction)でエネルギーが注入され、乱
流の慣性領域Ef(k)(energy flux)ではエネルギーがカスケードし、高波数領
域 kd(dissipation)でエネルギーが散逸される。得られたグラフの系は 1283

の三次元で超流動体が定常乱流に達している全空間のエネルギーから算出
した。詳細は本論文の 3.4.2節を参照。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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2.4 (a)は大スケールの渦度W1から小スケールの渦度W2が生成された様子。矢
印は渦度の回転の向き (右手系)をあらわす。(b)は (a)で得られた渦度のW1

とW2の間の角度分布を算出。相関関数 cos θ12 = 0にピークがあることか
らW1とW2の配置される関係が直交性であることがわかる。詳細は本論文
の 3章を参照。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.5 エネルギー注入の有無について、初期状態からの時間発展の様子を示す。三
次元二成分系の L3 = 1283の空間で周期的境界条件を課してある。(a)–(d)

は外部からのエネルギー注入がないため二成分が大きく分離する。(a’)–(d’)

はエネルギー注入により定常的な乱流状態となり、一定の流滴サイズを維
持する。(a”)–(d”)は二成分が分離した状態から同じ強さの外部エネルギー
を注入し、(d’)と同じ流滴サイズで定常的な乱流状態となる。詳細は本論文
の 4章を参照。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.6 (a)は図. 2.5のそれぞれの時間発展を示す。(b)は同じく時刻 t = 5000の流
滴サイズの出現頻度のスペクトル分布を示す。外力がない場合は二成分が大
きく分離してしまっているため最低波数にピークがあるが、外力がある場合
はそれぞれの成分が一定の流滴サイズで分裂しピークの位置が k = 0.3前後
の波数スペクトルに分布する。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.1 (a)は大スケールの渦度W1と小スケールの渦度W2が直交し、渦度分布の階
層構造を構成している様子を示す。(b)は同じ時刻の量子渦を示す。縦方向の
渦芯と、直交するはしご状の横方向の渦芯が配置されている。渦度W1の渦
伸張により音速付近に達した部分から渦輪が生成され、渦輪と渦度W1の渦
芯がリコネクションを起こし、直交した高波数の渦度W2が生成される。大ス
ケール渦から小スケール渦が生成するリチャードソン・カスケードの描像が、
量子流体中で起きている。詳細は 3.4.1節を参照。 Tsuyoshi Kadokura, and

Hiroki Saito, Orthogonal and antiparallel vortex tubes and energy cascades

in quantum turbulence, Phys. Rev. Fluids 3, 104606 (2018). . . . . . . . 45

3.2 リチャードソンの著書からの引用”大きな渦にはその速度に乗った小さな渦
が発生し、小さな渦にはより小さな渦が粘性を伴って発生する。” [16] . . 46

3.3 4つの渦バンドルによる初期状態からの量子化された渦芯のダイナミクスを
示す。渦芯は波動関数の位相が 2πに回転した箇所を抽出し可視化してある。
(a)一様な系に、式 (3.10)で定義した半径 16の 6本で構成される渦バンドル
を中心位置 (x, y) = (64, 64), (108, 64), (64, 108), (108, 108)の 4か所に配置。
回転の矢印は渦バンドルの回転方向を示し、±yの矢印は、渦バンドル自身
が移動する方向を示す。(b)は時刻 t = 160のスナップショット。二つの渦バ
ンドルのペアが pmy方向に移動していくなか、渦輪とはしご構造の形成が
見られる。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.4 全空間を走査し、座標位置を中心とする回転面の周囲 8ヶ所の波動関数の
データから位相差を合計する。合計が 2πの場合、渦芯ありと判定する。回
転面の向きは全方位 9方向から渦芯を抽出する。 . . . . . . . . . . . . . . 52
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3.5 (a)は、渦芯 6本の渦バンドル構造を４ヶ所に対称に配置した初期状態。(b)

は z = 64での密度分布の断面。(c)は、(b)の速度場のベクトルを示す。速
度ベクトルの向きから、大スケール（低波数）の渦が互いに反平行に配置さ
れていることがわかる。(d)は、波動関数から位相を算出した z = 64での断
面。(d’)の位相の情報から、渦芯が−πから πまで連続していることが確認
できる。各バンドルの 6本の渦芯は、同じ向きに回転し大スケールの渦を実
現する。赤色の矢印は時計回転の大スケールの渦バンドル、青色の矢印は反
時計回転の大スケールの渦バンドルを示す。 . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.6 (a)–(f)は、スケール間のカスケード過程の詳細について、図. 3.3の別の角
度から見た渦芯のダイナミクスを示す。大スケールの渦バンドルが回転し
ながら移動し、(b)で渦バンドルの伸張により、局所的に音速を超える部分
から小さな渦輪が生成される。(c)で小さな渦輪が近傍の渦バンドルとリコ
ネクションが起きる。(d)–(f)で低波数の渦バンドルと直交した配置で小ス
ケールの渦バンドルが生成し渦度のカスケードが起きる。このダイナミク
スにより、同時にエネルギースペクトルも大スケールから小スケールへカス
ケードしていると示唆される。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.7 (a′)–(f′)は図. 3.6の渦度分布について、波数スペクトルのバンドパスフィル
ターで |W1|と |W2|に抽出した等渦度面。時間発展により大スケールの渦
度から小スケールの渦度がカスケード生成しているが確認できる。W1のバ
ンドパスの範囲は 4/

√
2 ≤ |k| < 4

√
2、W2のバンドパスの範囲は 7/

√
2 ≤

|k| < 7
√
2である。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.8 図. 3.7について、(a)は t = 160の時刻の渦芯、(b)はその等渦度面を示す。
(b)の図から目視でも、大スケールの渦度 |W1|（赤色）とそれから生成され
た小スケールの渦度 |W2|（黄色）が直交した位置関係であることがわかる。
(c)は大スケールの渦度W1(r)と小スケールの渦度W2(r+∆r)の角度分布
θ12。(d)は隣り合う大スケールの渦度の対W1(r)とW1(r + ∆r)の角度分
布 θ11。角度分布を相関関数を用いて算出した (c)の直交性、(d)の反平行性
が確認できる。算出範囲 |∆r|は、等渦度面がある 48 ≤ |∆r| < 50を選ぶ。
(b)の等渦度面の図では、それぞれの渦度の回転方向を記している。また、
大スケールの渦度 |W1|が渦伸張により渦バンドルの直径が大きな部分と小
さな部分が見られる。直径が大きな部分では周速度が速く、音速をこえると
局所的に渦が生成される。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.9 1283の三次元空間で超流動体が定常乱流に至るまでの時間発展の様子。(a)–

(c)は等密度面 |ψ̃|2、(a′)–(c′)は同時刻の渦芯、(a′′)–(c′′)は同時刻のエネル
ギースペクトルE(k)を示す。乱流を発生させる外力のランダムポテンシャ
ルは U(r, t)で、 付録 (B)の (19)のパラメータとして、κ = 0.05, A0 = 0.5,

and l = 8πである。乱流のエネルギースペクトルは、(c′′)の−5/3べき乗の
コルモゴロフ則に到達する。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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3.10 図. 3.9で示す発達した乱流の渦度分布。(a)は時刻 t = 13405の大スケール
の渦度分布 |W1|と小スケールの渦度分布 |W2|。右側の拡大図は、フーリ
エ変換による波数スペクトルのバンドパスフィルターにより抽出したW1

とW2の大小の渦度分布が直交して配置されているのが目視でも確認でき
る。(b)は同じ時刻における、大スケールの渦度W1(r)と小スケールの渦度
W2(r+∆r)の角度分布 θ12。(c)は同じ時刻における、隣り合う大スケール
の渦度の対W1(r)とW1(r+∆r)の角度分布 θ11。より高い信憑性を得るた
め、(d)と (e)は、それぞれ 13000 ≤ t < 14000の時間 1000の間を平均して
得られた角度分布。角度分布を相関関数を用いて算出した (b)、(d)の直交
性、(c)、(e)の反平行性が確認できる。角度分布P11とP12は 1283全空間か
ら算出した。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.1 (a)は二成分系超流動体の定常的に発達した乱流の、各成分それぞれ色分け
した等密度分布を示す。(b)は外力によるエネルギー注入がないため、二成
分が分離した状態を示す。二成分系の乱流では流体の界面張力と乱流によ
る外力のバランスで、分裂するかサイズを維持するかで拮抗する。エネル
ギー注入の大小により分裂する流滴のサイズは一意に決定する。外力は三
枚の板をそれぞれ x, y, z方向で往復運動させて等方性の乱流を発生させる。
詳細は 4.3節を参照。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.2 y方向の幅 64の板状ポテンシャル（赤色）が x軸上を等速度で往復し、定
常的な乱流状態を発生させる。(a),(b)はそれぞれ t = 2000τ のときの片方
の成分 |ψ1|2と二成分 |ψ1|2 + |ψ2|2の z = 64の x− y断面を示す。板状ポテ
ンシャルが右方向に移動し、(a)では片方の成分がDmax = 10 ∼ 20程度の
大きさに分裂している。(b)では板状ポテンシャル後方から比較的大きい渦
が生成されている。(c)は−5/3のコルモゴロフ則を満たすことを確認。ま
た、散逸パラメータ γ = 1.0001, 1.0002, 1.0003の条件で低波数領域に散逸エ
ネルギーが影響していないことを確認。(d)は、⟨v2⟩ = (ϵD)2/3で乱流状態
を確認。(e)は図. 4.3の時間発展の様子を示す。(f)は時刻 τ = 2000の流滴
サイズの発生頻度を示す。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.3 (a)は時刻 t = 1、結合定数 g′ ≡ g12/g = 1.5の密度分布を示す。おなじく
(b)は t = 5000、g′ = 1.5、(c)は t = 5000、g′ = 1.001の密度分布を示す。
(d)は g′ = 1.5、νplate = 0.01の場合の波数空間中の頻度分布 d̃(k)の時間発
展を示す。代表的な流滴サイズはピーク値から前後 101の幅のブロードな
分布を示す。(e)は (I), (II), (III), (IV)の各条件 (g′, νplate) = (1.001, 0.006)、
(1.5, 0.005)、(1.5, 0.008)、(1.5, 0.01) での代表的な流滴サイズが定常的にな
るまでの時間発展を示す。結合定数、注入エネルギーの大小により流滴サイ
ズは一意に対応する。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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4.4 (a)は定常的な乱流状態における g′ = g12/g = 1.5と g′ = 1.001の代表的な
流滴サイズDとエネルギー注入率 ϵ̄の時間平均した値をもとにプロットし
たKHスケール。青線、赤線は (4.1)と (4.2)の結果と比較するための直線
−2/5、−1/4の傾きをあらわす。内層のグラフは nuplateの関数としてあら
わした ϵ̄を示す。(b)は ′gのパラメータに対して界面厚さW を用いて縮尺
したW 4ϵ̄に対する D̄/W を示す。プロット値は縮尺された線上に揃い、普
遍性をもっている。青線、赤線はそれぞれ−2/5、−1/4の傾きをあらわす。 71

1 (a)は図. 1.11(c′)の t = 1000の非圧縮のエネルギースペクトルを示す。(b)

は同時刻の、紫色線が非圧縮、緑色線が圧縮、水色線がそのトータルのエ
ネルギースペクトルを示す。非圧縮流れの成分のエネルギースペクトルが
−5/3べき乗のコルモゴロフ則を示す。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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第1章 ボース・アインシュタイン凝縮

1.1 まえがき
ここでは本研究の内容を説明する上で必要な知見となるボース・アインシュタイン凝縮
の歴史的背景と基礎、および量子流体と量子乱流の特徴について概説する。

1.2 歴史的背景
量子力学は、稼働中の鉄の溶鉱炉を黒体輻射に見立てて、熔解する鉄の発光スペクトル
と温度の関係の研究から誕生した。その後、プランクが仮説を立てた離散的なエネルギー
量子を用いる電磁エネルギー分布の理論値が、全波長領域で実験値と一致したことが分
かった。これをエネルギーの量子化仮説、またはプランクの法則などとよばれる [22]。プ
ランクの法則について、ボースは 1924年、アインシュタインの光量子仮説の論文 [23]を
もとに、光量子が互いに区別できないとした統計的考察によりプランクの輻射公式を導出
した。ボースは、それまでのウィーンやレイリーの理論 [24, 25]で説明しきれなかった点
を解決し、統計的な視点から「プランクの法則と光量子仮説」として書簡にまとめ、アイ
ンシュタイン宛てに投函した [26]。その後、1925年、アインシュタインはボースの統計を
もとに「単原子理想気体の量子論」の論文として、マクロな量子現象であるボース・アイ
ンシュタイン凝縮 (BEC)の理論を発表した [27]。 この理論をもとに実際に具現化したの
は、1995年のアンダーソンらによる 87Rb、デービスらによる 23Na、そしてブラッドレイ
らによる 7Li、それぞれのアルカリ金属原子によるボース・アインシュタイン凝縮の実験で
ある [28–30,40]。
ボース・アインシュタイン凝縮による、乱流に至るまでの関連する主な発見や実験を年

別で列挙する。1908年のカマリン・オンネスによるヘリウムの液化と 4.2Kの沸点の発見。
冷却にはクライオスタットを用いる [31]。1911年のカマリン・オンネスによる水銀の超電
導の発見 [32]、1926年のマデルングによる量子流体力学の理論 [33, 34]、1932年のヴィレ
ムによるヘリウムの比熱のλ転移 (2.19K)を発見 [35]、1938年のカピッツァによる液体ヘ
リウムの非粘性の超流動現象の発見 [36]、1938年、ロンドンとランダウによる液体ヘリウ
ムの超流動の理論研究 [37]、1961年、グロスとピタエフスキーによるボース粒子の平均場
近似の導出 [38,39]、1997年、ノアによるグロス・ピタエフスキー方程式を用いた量子乱流
の減衰過程におけるエネルギースペクトルの数値計算とコルモゴロフ則の発見 [97]、2002

年、坪田らのビオ・サバール方程式を用いた量子渦糸のもつれと量子乱流の減衰過程のエ
ネルギースペクトルの研究 [13]、2016年、ネイボンらの周期的に外力を与える方法での量
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子乱流の運動量空間で、伝搬する流束からエネルギーカスケードを測定した実験 [9]、以上
の主だった研究があげられる。本研究は上記の超流動体に関する他、乱流研究を含めた多
くの歴史的背景に随行する。

1.3 ボース・アインシュタイン分布と位相空間密度
超流動は原子が nKオーダーの極低温環境下において、量子力学的な効果が巨視的にあ
らわれる現象である。同種粒子の量子力学上の統計性について述べると、スピンの観点か
ら同種の原子の入れ替えに対し、対称の波動関数をもつ整数スピンのボース粒子と反対称
の波動関数をもつ半整数スピンのフェルミ粒子に大別される [41,42]。本研究ではこれらの
うち、ボース・アインシュタイン凝縮した多体系ボース粒子の超流動体を取り扱う。ボー
ス粒子の特徴は、フェルミ粒子の様な同一の量子状態に粒子の存在が一つのみといった制
約は無く、二つ以上の粒子でも存在可能であるため凝縮相を持つことである。その特徴に
より冷却された基底状態では、同一の量子状態に凝縮したボース粒子によって、巨視的な
量子効果があらわれる。たとえていうと、空いている電車で人が立っている場合では、と
なりの人とはぶつからないため電車の揺れに対してそれぞればらばらに揺れる（微視的な
波）。しかし満員電車 (凝縮状態)ではとなりの人どうしと互いに接触しているために、電
車の揺れに対して全員が同じように揺れる（巨視的な波）。凝縮したボース粒子の物質波
は、巨視的な同一の位相の波を持つほうがエネルギーを低くとれる。
こうした特徴を統計力学の観点から分布関数を得ることができる。まずボース粒子の状
態数は以下のようにあらわされる。たとえば 2個の見分けがつかないボース粒子の数 pBと
3つのエネルギー準位を想定すると、ボース粒子 pBのあり (pB = 1)となし (pB = 0)、3つ
のエネルギー準位 ϵ = 1, 2, 3としてそれぞれの状態を (pB + pB)ϵと表記すると、

状態１ (1 + 1)1, (0 + 0)2, (0 + 0)3,

状態２ (0 + 0)1, (1 + 1)2, (0 + 0)3,

状態３ (0 + 0)1, (0 + 0)2, (1 + 1)3,

状態４ (1 + 0)1, (1 + 0)2, (0 + 0)3,

状態５ (0 + 0)1, (1 + 0)2, (1 + 0)3,

状態６ (1 + 0)1, (0 + 0)2, (1 + 0)3,

と表現できる。pBは同種の見分けのつかないボース粒子のため、pB + pBの左右の入れ替
えを許して状態は全部で 6通りとなる。重複組み合わせの状態の数Wlは

Wl = Ml
HNl

=Ml+Nl−1 CNl
=

(Ml +Nl − 1)!

(Ml +Nl − 1−Nl)!Nl!
, (1.1)

で示せる。lはボース粒子の各量子状態、MlとNlはその状態のエネルギー準位とボース
粒子の数である。上述の 6通りの例では、

Wl = 3H2 =3+2−1 C2 =
(3 + 2− 1)!

(3 + 2− 1− 2)!2!
= 6, (1.2)
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ともとまる。以上がボース粒子の状態数の表し方である。実験によるボース・アインシュ
タイン凝縮ではおよそ 104 ∼ 106 の粒子数で取り扱われる。各量子状態のエントロピー
S[(Nl)]は、ボルツマンの関係式

S[(Nl)] = kB logWl + kB logWl+1 + kB logWl+2 + · · · ,
= kB log (WlWl+1Wl+2 · · · ) , (1.3)

で与えられる。kBはボルツマン定数である。総乗記号の表記、

W [(Nl)] =
∏
l

Wl =
∏
l

(Ml +Nl − 1)!

(Ml +Nl − 1−Nl)!Nl!
, (1.4)

を用いて、

S[(Nl)] = kB logW [(Nl)], (1.5)

とあらわす。これをスターリングの近似式を用いて、

S[(Nl)] = kB
∑
l

log

[
(Ml +Nl − 1)!

(Ml +Nl − 1−Nl)!Nl!

]
,

= kB
∑
l

Ml

[(
1 +

Nl

Ml

)
log

(
1 +

Nl

Ml

)
− Nl

Ml

log

(
Nl

Ml

)]
, (1.6)

に展開できる。ボース粒子総数とエネルギーが保存することを想定し、ラグランジュ未定
係数法を用いて分布関数をもとめる。

S ′[(Nl)] = S[(Nl)]− a
∑
l

Nl − b
∑
l

ElNl, (1.7)

ボース粒子の数が保存する意味で S ′[(Nl)]をNlで偏微分する。
∂

∂Nl

S ′[(Nl)] = kB

[
log

(
1 +

Nl

Ml

)
− log

(
Nl

Ml

)]
− a− bEl = 0, (1.8)

log

(
1 +

Nl

Ml

)
− log

(
Nl

Ml

)
=

a+ bEl
kB

, (1.9)

α = a
kB
、β = b

kB
で (1.9)を置換し、

log

(
1 +

Nl

Ml

)
− log

(
Nl

Ml

)
= α + βEl, (1.10)

1 + Nl

Ml

Nl

Ml

= eα+βEl ,

Nl

Ml

=
1

eα+βEl − 1
, (1.11)
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の量子状態 lにおけるボース粒子の数とエネルギー準位の比がもとまる。各領域のボース
粒子の総数を

N ≡
∑
l

Nl =
∑
l

Ml

eα+βEl − 1
, (1.12)

と定義する。総粒子数が保存する場合のエントロピーとしてボース粒子の総数Nの偏微分
を計算し、 (

∂S

∂N

)
E

= kB
∑
l

(α + βEl)

(
∂Nl

∂N

)
E

, (1.13)

と条件 ∑
l

(
∂Nl

∂N

)
E

= 1,
∑
l

El

(
∂Nl

∂N

)
E

= 0, (1.14)

から、 (
∂S

∂N

)
E

= αkB, (1.15)

がもとまる。また全粒子数の総エネルギーを、

E ≡
∑
l

ElNl =
∑
l

ElMl

eα+βEl − 1
, (1.16)

と定義する。エネルギーが保存する場合のエントロピーとして、エネルギー準位の総数E

で偏微分を計算し、 (
∂S

∂E

)
N

= kB
∑
l

(α + βEl)

(
∂Nl

∂E

)
N

, (1.17)

と条件 ∑
l

(
∂Nl

∂E

)
N

= 0,
∑
l

El

(
∂Nl

∂E

)
N

= 1, (1.18)

から、 (
∂S

∂E

)
N

= βkB, (1.19)

がもとまる。
熱力学的関係式

dS =
1

T
dE +

P

T
dV − µ

T
dNl, (1.20)
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と (1.15)、 (1.19)から

α = − µ

kBT
, β =

1

kBT
, (1.21)

が得られる。P, V, T は圧力、体積、絶対温度、µは化学ポテンシャルである。化学ポテン
シャルは粒子数一定を担保するラグランジュ未定定数 (δE − µδN = 0)である。 (1.21)

を (1.11)に代入し、状態 l = iのエネルギー準位 ϵl=iにおけるボース・アインシュタイン
分布、

⟨ni⟩BE =
1

e
ϵi−µ

kBT − 1
, (1.22)

が得られる。
分布関数はほかに、粒子の見分けがつかなく各量子状態に粒子が１つしか存在できない制
約がある状態の数WlFD

、

WlFD
=

Ml!

Nl!(Ml −Nl)!
=Ml

CNl
, (1.23)

から同様の数式展開により、

⟨ni⟩FD =
1

e
ϵi−µ

kBT + 1
, (1.24)

のフェルミ・ディラック分布、
そして、粒子を見分けでき同一の量子状態に粒子の存在の制約が無い状態の数WlMB

、

WlMB
= Nsum−N1−N2−···−Nl−1

CNl
, Nsum =

∑
l

Nl, (1.25)

から、

⟨ni⟩MB =
1

e
ϵi−µ

kBT

, (1.26)

のマクスウェル・ボルツマン分布が得られる。フェルミ・ディラック分布、ボース・アイ
ンシュタイン分布、マクスウェル・ボルツマン分布、それぞれのグラフを図. 1.1に示す。
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図 1.1: それぞれ、緑線：ボース・アインシュタイン分布、青線：マクスウェル・ボルツマン分布、紫線：フェルミ・ディラック分布を
示す。ボース・アインシュタイン分布では、励起状態の全粒子数が Nより少ない場合、残りの粒子は基底状態でなければならず、その
占有数はいくらでも大きくなり、ボース・アインシュタイン凝縮する。また、(ϵ− µ)/kBT >> 1 でそれぞれの分布が同じような傾向
になり、量子的な特徴が無くなっていく。これを古典領域という。

ボース・アインシュタイン分布の特徴は (ϵ − µ)/(kBT )の下限では、非負で無限大とな
り、上限ではマクスウェル・ボルツマン分布に漸近し量子性が失われる。ボース粒子によ
るボースアインシュタイン凝縮と、フェルミ粒子によるフェルミ縮退の特徴の違いが分布
関数からも読み取ることができる [43]。
つぎにボース・アインシュタイン凝縮相へ相転移となる条件の位相空間密度に着目する。
量子状態 l = kにおける運動量空間 p(k)のボース・アインシュタイン分布の平均は (1.22)

から

⟨nk⟩ =
1

e
ϵk−µ

kBT − 1
, (1.27)

とあらわされる。粒子の質量をm、運動エネルギーを

ϵk =
ℏ2k2

2m
, (1.28)

とあらわし各運動量空間の平均粒子数 ⟨nk⟩の総数をN とすると、波数 k = 0の運動量空
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間とそれ以外に分けて以下のように示すことができる。
N =

∑
k

⟨nk⟩,

= ⟨n0⟩+
V

(2π)3

∫ ∞

0

4πk2⟨nk⟩dk,

= ⟨n0⟩+
(
L

2π

)3 ∫ ∞

0

4πk2
1

e
ϵk−µ

kBT − 1
dk,

= N0(T ) +N ′(T ), (1.29)

⟨n0⟩は基底状態の平均粒子数である。上記のようにN0(T )の基底状態の総粒子数、励起状
態の総粒子数をN ′(T )とすると、

N ′(T ) =

(
L

2π

)3 ∫ ∞

0

4πk2
1

e
ϵk−µ

kBT − 1
dk, (1.30)

とあらわすことができ、これが最大となる条件を

N ′
max(T ) ≥

(
L

2π

)3 ∫ ∞

0

4πk2
1

e
ℏ2k2
2m

· 1
kBT − 1

dk, (1.31)

とすれば、積分を u = ℏ2k2
2mkBT

で置換し Γ関数、ζ 関数を用いて、1/L3の密度の単位で書
くと、

N ′
max(T )

L3
= n ≥

(
1

2π

)3

· 4π · mkBT
ℏ2

·
√
2mkBT

ℏ
·
∫ ∞

0

u1/2

eu − 1
du, (1.32)

≥ 4π · mkBT
h2

·
√
2mkBT

h
· Γ

(
1 +

1

2

)
ζ

(
1 +

1

2

)
,

≥ 4π · mkBT
h2

·
√
2mkBT

h
·
√
π

2
· ζ

(
1 +

1

2

)
,

n ≥
(√

2πmkBT

h

)3

· 2.612, (1.33)

となる。熱的ド・ブロイ波長を λdB ≡ h√
2πmkBT

、位相空間密度 ρps ≡ nλ3dBを定義すると、
ρps = nλ3dB ≥ 2.612, (1.34)

が得られ、理論上のボース・アインシュタイン凝縮へ相転移する条件を示している。

1.4 熱的ド・ブロイ波長とボース・アインシュタイン凝縮
(1.34)とド・ブロイの物質波の関係式 p = ℏ/λから縮退温度、

T (n) =
2πℏ2

mkB
n2/3 < T0, (1.35)
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が得られる。 (1.35)のグラフを図. 1.2に示す。粒子数密度nに対し縮退温度以下T (n) < T0
の条件で量子的な効果が現れ、逆に縮退温度以上 T (n) > T0では、熱的ド・ブロイ波長よ
りも粒子の平均間隔が長くなり、物質波が現れず古典的な状態となる。

図 1.2: 縮退温度は粒子数密度 n の 2/3 乗に比例する。縮退温度 T0 以下では、位相空間密度が高くなり波の性質が顕著な量子性の範
囲となる。

熱的ド・ブロイ波長 λdBはボース・アインシュタイン凝縮の相転移で鍵となる物理量で
ある。室温では λdBは原子サイズよりも小さいため古典力学的な粒子の運動が顕著にあら
われるが、それとは対照に温度が下がるにつれ λdBは大きくなり波の性質があらわとなる。
隣り合う原子と重なりあうと、全粒子として同じ位相の波をもつ単一の運動量状態になる
ため、巨視的な波動関数が構成される [138]。
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図 1.3: 室温 (300K) ではド・ブロイ波長 λdB は原子サイズよりも小さいが、縮退温度以下の領域では原子サイズよりもド・ブロイ波
長は大きく広がる。87Rb 原子の直径はおよそ 0.5nm、4He 原子の直径はおよそ 0.3nm。

図. 1.3のグラフから、冷却により縮退温度以下で粒子の持つ波長が原子直径よりも大
きくなることがわかる。波長が大きくなるとエネルギーが低い基底状態に近づくにつれて
原子集団は凝縮し、時間的空間的に位相が揃ったコヒーレント状態になる。ボース・アイ
ンシュタイン凝縮により量子力学的な特徴を持ちながら巨視的な状態に相転移する [44]。
図. 1.4はその凝縮過程のイメージを示す。1995年のアンダーソンの実験では冷却温度 20nK

で 87Rbのボース・アインシュタイン凝縮の結果が得られている [28]。
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図 1.4: 黒丸は原子、青色の波束は熱的ド・ブロイ波長のイメージを示す。(a)室温 (300K) では熱的ド・ブロイ波長は原子サイズより
も小さく量子的な作用は現れない。(b) 冷却により、およそ 1mK ではしだいに波長が原子サイズから延び出す。一部は近傍の原子と
クラスターを生成し始める。(c)およそ 100nK以下に達し、縮退温度に近づくと波の位相が時間的空間的に揃っていき、原子集団が巨
視的な量子状態となりボース・アインシュタイン凝縮する。

1.5 非対角長距離秩序
ボース・アインシュタイン凝縮の状態下では、ボース粒子が巨視的な数の集団で構成し
波の反射や干渉、音速など波動性のある超流動体として知られている。超流動の流体秩序
は非対角長距離秩序によってあらわされる。ここでは本研究で取り扱うボース粒子の非対
角長距離秩序について概説する。体積 V の空間にある運動量 k = lの状態のボース粒子の
場について、フーリエ変換が可能な場の演算子 ψ̂†(r), ψ̂(r)を生成演算子 â†

k
と消滅演算子
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âk、 [
â†
k
, âk′

]
= δk,k′ , (1.36)[

â†
k
, â†
k′

]
=

[
âk, âk′

]
= 0, (1.37)

を用いて、

ψ̂†(r) =
1√
V

∑
k

â†
k
e−ik·r, (1.38)

ψ̂(r) =
1√
V

∑
k

âke
ik·r, (1.39)

とあらわす。δk,k′はデルタ関数を示す。長さLの体積V = L3の空間で規格化条件∫
d3r|ψ(r)|2 =

1から 1√
V
で規格化する。波数 k = (kx, ky, kz)は、

(kx, ky, kz) =

(
2π

L
nx,

2π

L
ny,

2π

L
nz

)
, (nx, ny, nz :整数), (1.40)

の周期的境界条件を課す。波数の和は∑
k

[· · · ] =
∞∑

nx=−∞

∞∑
ny=−∞

∞∑
nz=−∞

[· · · ] , (1.41)

であらわし、L→ ∞の極限で∑
k

[· · · ] ≡
∫

dk3

(2π)3
[· · · ] , (1.42)

を定義する。波動関数 ψ̂†(r), ψ̂(r) から以下の密度行列は、数密度演算子 n̂k = â†
k
âk を用

いて、

ρ(r, r′) = ⟨ψ̂†(r)ψ̂(r′)⟩, (1.43)

=
1

V

∑
k

⟨â†
k
âk⟩e

−ik·(r−r′), (1.44)

=
⟨n̂0⟩
V

+
1

V

∫
dk3

(2π)3
⟨n̂k⟩e

−ik·(r−r′) = ρ(r − r′), (1.45)

が得られ、k = 0の基底状態とそれ以外の励起状態であらわす。非対角の長距離 |r−r′| → ∞
では、励起状態の (1.45)の第 2項がフーリエ級数展開した三角関数の重ね合わせであるた
め、リーマン・ルベーグの定理により高次のフーリエ係数が収束し 0に漸近する。結果と
して秩序相となる基底状態の第 1項、

lim
|r−r′|→∞

ρ(r − r′) =
⟨n̂0⟩
V

, (1.46)
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が残る。任意の空間 r − r′では、

ρ(r − r′)V = n0 ̸= 0, (1.47)

となり非対角成分が有限の値で残る。図. 1.5で示すように極低温の環境下では基底状態の
系が数密度 n0で巨視的に広がる。これをボース・アインシュタイン凝縮における非対角長
距離秩序という。極低温ではない縮退温度以上 T > Tcの環境下の古典領域では、基底状
態の系 ⟨n̂0⟩

V
が無いために数密度 n0は存在しない。

図 1.5: t < Tc で、波数 k = 0 の状態にボース・アインシュタイン凝縮すると全粒子数 N の増加に比例して、k = 0 の平均数密度
⟨n̂o⟩ も増えるため長距離相関で有限の値 n0 ̸= 0 となる。
T > Tc では秩序相となる k = 0の基底状態の粒子がなく、無秩序相の励起状態の量子のみであるため長距離相関で数密度 nは 0とな
る。

例として図. 1.6で、非対角長距離秩序が存在する超流動体の波の干渉を示す。数値計算
は平均場近似を示すグロス・ピタエフスキー方程式を擬スペクトル法を用いて算出した。
数値計算の詳細については 付録 (A)で示す。(x, y) = (±5,±5)の二次元空間の系で、初期
状態 (x, y) = (−2, 0), (2, 0)の二ヶ所に、ピーク値 0.1、半値全幅 2のガウシアン分布で配置
した超流動体を一定速度で (x, y) = (0, 0)の位置へ移動させ衝突する様子である。(a)～(d)

は二つの超流動体が衝突し波の干渉が生じる。(a′)～(d′)は同時刻の位相をあらわす。
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図 1.6: (a)～(d)の順に時間発展した確率密度、(a′)～(d′)は同時刻の位相を示す。(x, y) = (±5,±5) の二次元空間の系で、初期状態
(x, y) = (−2, 0), (2, 0) の二ヶ所に、ピーク値 0.1、半値全幅 2 のガウシアン分布で配置した超流動体を一定速度で (x, y) = (0, 0) の
位置へ移動させ衝突する様子。巨視的な超流動体の系で波の干渉が現れる。数値計算は擬スペクトル法を用いて算出した。詳細につい
ては 付録 (A) にて示す。
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1.6 グロス・ピタエフスキー方程式による平均場近似
ポテンシャル Vext(r)中にある粒子数N =

∑
k nkのボース粒子の多体ハミルトニアンの

平均場近似を考える。ポテンシャルによりトラップされたボース粒子のハミルトニアンは、

Ĥ =

∫
drψ̂†(r)

[
− ℏ2

2m
∇2 + Vext(r)

]
ψ̂(r) +

∫
dr′ψ̂†(r)ψ̂†(r′)U(r − r′)ψ̂(r′)ψ̂(r),(1.48)

であらわされる。mは粒子の質量、ψ̂(r)は場の演算子 ψ̂(r) =
∑

k ψk(r)ak、akは生成消滅演
算子ak|n0, n1, · · ·nk⟩ =

√
nk|n0, n1, · · ·nk−1⟩, a†k|n0, n1, · · ·nk⟩ =

√
nk + 1|n0, n1, · · ·nk+1⟩

である。U(r− r′)は相互作用をあらわす擬ポテンシャルU(r− r′) = gδ(r− r′)である。g
は結合定数 g = 4πℏ2as

M
、asはボース粒子の S波散乱長、M は有効質量を示す。場の演算子

ψ̂(r, t)の時間発展について、ハミルトニアン (1.48)を用いてハイゼンベルク描像の運動方
程式、

iℏ
∂

∂t
ψ̂(r, t) =

[
ψ̂(r, t), Ĥ

]
,

=

[
− ℏ2

2m
+ Vext(r) +

∫
dr′ψ̂†(r′, t)U(r − r′)ψ̂(r′, t)

]
ψ̂(r, t),

(1.49)

を得る。演算子について ψ̂(r, t) = ψ(r, t) + ψ̂′(r, t)と古典場とそれ以外の摂動に分ける。
古典場は平均値ψ(r, t) ≡ ⟨ψ̂(r, t)⟩で定義する。極低温下では、摂動を除く凝縮体となった
ボース粒子の数が支配的となり、 (1.49)を古典場の平均値で近似し、

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) =

[
− ℏ2

2m
∇2 + Vext(r) + g|ψ(r, t)|2

]
ψ(r, t), (1.50)

となり、ボース・アインシュタイン凝縮体の運動を近似するグロス・ピタエフスキー (GP)

方程式を得る [45]。

1.7 回復長
GP方程式 (1.50)の運動エネルギーの項と相互作用ポテンシャルの項の比から回復長

(healing length)といわれる特徴的な長さの単位、

ξ =
ℏ√

2mgn0

, (1.51)

が得られ、数値計算の無次元化などに用いられる。n0は凝縮体の数密度 n0 ≡ |ψ|2で定義
する。また、超流動体の運動エネルギーが斥力の相互作用ポテンシャルの大きさに達した
ときのサイズとして、

ℏ2

2mξ2
≃ gn0, (1.52)

があらわされる。



第 1. ボース・アインシュタイン凝縮 25

1.8 量子流体力学と量子渦
波数 k = 0に凝縮した超流動体の数密度 n0 = |ψ|2を秩序パラメータと見立てて、古典の
流体力学と同等な連続の式とオイラー方程式が得られる。そこから展開される分野を量子
流体力学という [46]。簡単のためψ(r, t) = ψと簡略し、GP方程式 (1.50)とその複素共役

−iℏ ∂
∂t
ψ† =

[
− ℏ2

2m
∇2 + Vext(r) + g|ψ|2

]
ψ†, (1.53)

のそれぞれに、右から ψ†、ψをかけて差をとる。

iℏ
∂ψ

∂t
ψ† −

(
−iℏ∂ψ

†

∂t
ψ

)
=

[
− ℏ2

2m
(∇2ψ)ψ†

]
−

[
− ℏ2

2m
(∇2ψ†)ψ

]
+Vext(r)ψψ

† − Vext(r)ψ
†ψ

+g|ψ|2ψψ† − g|ψ|2ψ†ψ,

iℏ
∂|ψ|2

∂t
= − ℏ2

2m
∇ ·

(
ψ†∇ψ − ψ∇ψ†) , (1.54)

ここで、速度場

v(r, t) ≡ ℏ
2mi

ψ†∇ψ − ψ∇ψ†

|ψ|2
, (1.55)

を定義し、秩序パラメータを ψ =
√
n0e

iθとすると、
∂n0

∂t
+∇ · (n0v) = 0, (1.56)

の連続の式が得られる。速度場 (1.55)から、

ψ†∇ψ − ψ∇ψ† =
[√
n0e

iθ + i
√
n0(∇)eiθ

]√
e
iθ −

[√
n0e

−iθ − i
√
n0(∇)e−iθ

]√
e
iθ
,

= i2n0∇θ, (1.57)

の等式を用いて、

v =
ℏ

2mi

2n0i

n0

∇θ =
ℏ
m
∇θ, (1.58)

と示すことができる。また、ベクトルの回転で定義される渦度 ωと渦なしの条件 ω = 0

から、

ω =
ℏ
m
∇× (∇θ) = 0, (1.59)

があらわすことができ、速度場で閉じたベクトルの路に沿う周積分で定義される循環 Γ、

Γ ≡
∮
C

v · dr, (1.60)
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から、

Γ =

∮
C

v · dr =
ℏ
m

∮
C

∇θ · dr = 2πq
ℏ
m

= q
h

m
, (1.61)

の循環の量子化が得られる。量子数 qは巻数 (winding number)という。GP方程式 (1.50)

に秩序パラメータ ψ =
√
n0e

iθを代入し、虚数の項を抜き出し、

ℏ
∂θ

∂t
= − ℏ2

2m

[
(∇θ)2 −

∇2√n0√
n0

]
− Vext(r)− gn0, (1.62)

と方程式を得る。両辺の勾配∇をとり、

m
∂v

∂t
= −g∇n0 −∇1

2
mv2 −∇Vext(r) +∇

(
− ℏ2

2m
√
n0

∇2√n0

)
, (1.63)

の超流動体のオイラー方程式が得られる。古典流体の速度場 v、流体の密度 ρ、粘性率 ν、
圧力 pであらわすナビエ・ストークス方程式、

∂v

∂t
+ (v ·∇)v = −1

ρ
∇p− ν∇2v, (1.64)

と比べると、 (1.63)には粘性の項がなく、右辺の第４項に量子圧力項があり、古典と量子に
違いがある。 (1.62)では粒子密度 n0 = 0で量子圧力項が発散し、θが微分可能でなく特異
点となり位相欠陥による量子渦があらわれる。また循環の中心となる量子渦の速度 v = Γ

2πr

は発散するが、密度 |ψ|2 = 0となり、運動エネルギーは発散しない。
量子流体の例として図. 1.7に、佐々木らの超流動体におけるカルマン渦列を示す [53]。

(x, y) = (0 ∼ 64, 0 ∼ 32)の二次元空間の一様な超流動体の中に、円柱状の外部ポテンシャ
ルが左方向へ一定速度で移動している状況である。量子渦がポテンシャル後方で生成され
消滅することなく、渦列の流れとしては古典流体で見られるようなカルマン渦列を構成す
る。超流動体のカルマン渦列の運動は、古典流体における粘性による作用の代わりとして、
量子渦対の回転が起因している。
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図 1.7: (a) は波動関数の確率密度、(b) は同時刻の位相を示す。(x, y) = (0 ∼ 64, 0 ∼ 32) の二次元空間の一様な超流動体の中に、円
柱状の外部ポテンシャルが左方向へ一定速度で移動している状況である。ポテンシャル後方に量子渦対が生成されながら、古典流体で
見られるようなカルマン渦列の構成が見られる [53]。(b) の位相の図では量子渦の回転方向が交互の向きで、くりかえしポテンシャル
から生成している様子がわかる。
K. Sasaki, N. Suzuki, and H. Saito,
Bénard–von Kármán vortex street in a Bose-Einstein condensate,
Phys. Rev. Lett. 104, 150404 (2010).

量子渦の例として、トラップ中における量子渦の様子を図. 1.8に示す。(x, y) = (±8,±8)

の二次元系で、超流動体が直径 10のガウシアン型トラップポテンシャルにより 0.7の回転
数で回した条件で、6個の量子渦が三角格子の配置で定常な状態をとる。数値計算は擬ス
ペクトル法を用い、詳細は 付録 (A)で示す。回転する古典流体ではみられるような系の境
界サイズの大きな自由渦や強制渦の構造をとるが、超流動体では粘性をもたないためエネ
ルギーが低い小さな渦が生成され、回転の中心から格子状に配置する。図. 1.8(a)は密度
|ψ|2をあらわしピーク値が 0.25を示す。また量子渦の箇所は急激に密度が低い状態である
ことが確認できる。図. 1.8(b)では、真上から見た様子で三角格子の配置であることがわ
かる。図. 1.8(c)は速度場をあらわし 6個の量子渦それぞれが反時計回りで回り、全体でも
反時計回りの回転を示している。図. 1.8(d)は位相をあらわし 6箇所にある量子渦で位相が
0 ∼ 2πに回転していることがわかる。
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図 1.8: (a) は密度 |ψ|2 をあらわしピーク値が 0.25 を示す。また量子渦の箇所は急激に密度が低い状態であることが確認できる。(b)
では、真上から見た様子で三角格子の配置であることがわかる。(c) は速度場をあらわし 6 個の量子渦それぞれが反時計回りで回り、
全体でも反時計回りの回転を示している。(d) は位相をあらわし 6 箇所にある量子渦で位相が 0 ∼ 2π に回転していることがわかる。
(x, y) = (±8,±8) の二次元系で直径 10 のガウシアン型ポテンシャルによりトラップされた超流動体を、0.7 の回転数で回した場合の
6 個の量子渦が三角格子の配置で定常な状態になる条件で数値計算を行う。数値計算は擬スペクトル法を用いて算出した。詳細につい
ては 付録 (A) にて示す。

1.9 渦対の移動速度
二次元の超流動体の渦は確率密度ゼロで、渦芯の境界では急激な密度勾配をもつため可
視化の判断がしやすい。図. 1.9の例では、相生らの二次元系超流動体における渦対の運動
を示す [49]。(x, y) = (64, 32)の二次元の一様な超流動体に直径 5、大きさ 5の二つの引力
ポテンシャルを (x, y) = (0, 11.2), (0.20.8)の位置から (x, y) = (0.5, 11.2), (0.5.20.8)の位置
まで速度 0.01で動かし、ポテンシャルの間から量子渦対を生成させる。反時計回りと時計
回りのペアの渦を構成するものを渦対という。図. 1.9(a)では、(x, y) = (40, 16)の位置に
直径 2、大きさ 1の引力 (青色)ポテンシャルを配置し、移動してきた量子渦対の渦間距離
を短くさせて、加速させる。図. 1.9(b)では、(x, y) = (40, 16)の位置に直径 2、大きさ−1

の斥力 (赤色)ポテンシャルを配置し、移動してきた量子渦対の渦間距離を長くさせて、減
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速させる。渦対間の距離を dとすると、移動速度は vpair ∝ log 1/dで比例する。図の結果
から渦対間距離が狭いほど進む速度は速いことがわかる。

図 1.9: 渦対が左から右に向かって移動した位置を、ストロボスコープのように一定のタイミングで重ねた図。(x, y) = (64, 32)の二次元の
一様な超流動体に直径 5、大きさ 5の二つの引力ポテンシャルを (x, y) = (0, 11.2), (0.20.8)の位置から (x, y) = (0.5, 11.2), (0.5.20.8)
の位置まで速度 0.01で動かし、ポテンシャルの間から量子渦対を生成させる。その後 (a)では、(x, y) = (40, 16)の位置に直径 2、大
きさ 1の引力 (青色)ポテンシャルを配置し、移動してきた量子渦対の渦間距離を短くさせて、加速させる。(b)では、(x, y) = (40, 16)
の位置に直径 2、大きさ −1 の斥力 (赤色) ポテンシャルを配置し、移動してきた量子渦対の渦間距離を長くさせて、減速させる。(a)
では量子渦が引力ポテンシャルを通過した後、渦間距離が狭く変化し移動速度が上がる。(b) では量子渦が斥力ポテンシャルを通過し
た後、渦間距離が広く変化し移動速度が下がる [49]。
T. Aioi, T. Kadokura, T. Kishimoto, and H. Saito,
Controlled generation and manipulation of vortex dipoles in a Bose-Einstein condensate,
Phys. Rev. X1, 021003 (2011).

1.10 音速
量子流体力学における連続の式 (1.56)とオイラー方程式 (1.63)から

∂2

∂t2
n0 =

(gn0

m2

)
∇2n0 −

(
ℏ2

4m

)
∇4n0, (1.65)

が得られ右辺の第二項の 4次の空間微分を 0に近似し、
∂2

∂t2
n0 = c2∇2n0, (1.66)
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の波動方程式をあらわす。ここで、

c =

√
gn0

m2
, (1.67)

は超流動体における音速 cを示す。
例として図. 1.10は、(x, y) = (±1,±1)の二次元の一様な超流動体に直径 0.2の円形ポテ
ンシャルを (x, y) = (0, 0)に配置し、左から右に向かって音速に近い流れを与えた様子を示
す。図. 1.10(a)は密度 |ψ|2をあらわし、ポテンシャルの後方には密度がほぼゼロの領域が
あり、前方から斜め後方に向かって角度のついた密度の大きな波が生じている。図. 1.10(b)

の位相からは量子渦が存在していないことが確認される。図. 1.10(c)の速度場では、円形
ポテンシャル後方の密度が小さい方向に向かって速度ベクトルが向き、密度が小さい方向
に流れていることがわかる。数値計算は擬スペクトル法を用いて算出した。詳細について
は 付録 (A)にて示す。
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図 1.10: それぞれ (a) は密度、(b) は同時刻の位相、(c) は速度場をあらわす。(x, y) = (±1,±1) の二次元の一様な超流動体に直径
0.2 の円形ポテンシャルを (x, y) = (0, 0) に配置し、左から右に向かって音速付近の流れを与えた様子を示す。(a) ではポテンシャル
の後方には密度がほぼゼロの領域があり、前方には角度のついた密度の大きな波が生じている。(b) の位相では量子渦が存在していな
いことが確認される。(c) の速度場では、円形ポテンシャル後方の密度が小さい方向に向かって速度ベクトルが向き、密度が小さい方
向に流れていることがわかる。数値計算は擬スペクトル法を用いて算出した。詳細については 付録 (A) にて示す。
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1.11 量子乱流とエネルギーカスケード
図. 1.11は量子流体が発達した一様等方性乱流に至るまでの時間発展の様子を示す。系は

(x, y, z) = (±64,±64,±64)の三次元空間で周期的境界条件を課してある。図. 1.11(a)–(c)は
量子乱流中の渦芯 (緑色)とランダムポテンシャルの等値面 (青色)の時間発展、図. 1.11(a′)–

(c′)は同時刻のエネルギースペクトル、図. 1.11(a′′)–(c′′)は同時刻の確率密度 |ψ|2の断面
(z = 0)の様子。ランダムポテンシャルがつくりだす外力によって流体がかきまぜられ、発
達した定常乱流の状態になりエネルギースペクトルは−5/3べき乗のコルモゴロフ則をと
る。図. 1.11(c)の定常乱流の状態では、量子渦が空間中にランダムに運動する様子が見られ
る。量子渦は乱流における慣性領域のエネルギーカスケードで重要な役割を持つことがわ
かった。小スケール渦の生成過程とエネルギーカスケードの詳細については 3章で述べる。
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図 1.11: (a)–(c) は量子乱流中の渦芯 (緑色) とランダムポテンシャルの等値面 (青色) の時間発展、(a′)–(c′) は同じ時刻のエネルギー
スペクトル、(a′′)–(c′′) は同じ時刻の確率密度 |ψ|2 の断面 (z = 0) の様子。系は (x, y, z) = (±64,±64,±64) の三次元空間で周期的
境界条件を課してある。ランダムポテンシャルがつくりだす外力により、発達した定常乱流の状態になると、エネルギースペクトルは
−5/3 べき乗のコルモゴロフ則となる。定常乱流により量子渦がランダムな運動をする。詳細は本論文の 3 章を参照。数値計算は擬ス
ペクトル法を用いて算出した ( 付録 (A))。

1.12 むすび
この章では、本研究で必要となる知見のボース・アインシュタイン凝縮の歴史的背景を
含めた概略と、量子流体、量子乱流の特徴について述べた。本研究では量子乱流における
渦度の階層構造を分析する上で、エネルギースペクトルによる慣性領域でのエネルギーカ
スケードの確認のほか、渦度分布を抽出による大小スケールの位置関係の分析、渦芯の可
視化による渦バンドルのカスケードのダイナミクスの考察など多面的に試行し物理の信憑
性を高めた。また流滴サイズ、エネルギー注入率の定量分析はそれまでの試行で得られた
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方法をもとに算出、考察を行った。第２章以降では古典流体も含めた乱流の先行研究、続
いて量子乱流について本研究の内容とその成果について述べていく。
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第2章 乱流研究の概説

2.1 まえがき
古典流体の乱流の記録について、古くは図. 2.1(a)にあるような、16世紀のガリレオが描

いたスケッチが存在し、当時の科学において興味の対象であったことが頷ける。図. 2.1(b)

にあるように現在でも条件が近い同様の現象を我々は目にすることができる。乱流研究の
歴史が進み、レイノルズはガラス管にながれる水流にインクを流し、可視化によって定量
的な調査が行われ、慣性力と粘性の比から層流から乱流の程度を示すレイノルズ数が定義
された。リチャードソンは、乱流中の大規模渦から小規模渦が分裂生成される過程を物理
的な描像を句で記し、コルモゴロフによる統計を用いた乱流のエネルギーカスケードの発
見に至る。近年では二次元や三次元、多成分など多岐に渡った研究が行われている。

図 2.1: (a) はガリレオ・ガリレイがスケッチした乱流の絵画。排水溝から排出される大スケールの水流が、水路に流れ出るとき
に乱流を作り出している様子が描かれている。”Turbolenza”, The‘ blob ’ drawings of Leonardo Da Vinci, Italy, (1508),
https://lebbeuswoods.wordpress.com/2010/12/03/da-vincis-blobs/ (b) は多摩川をまたぐ稲城大橋にある北多摩一号水門裏の
排水溝。条件が同等であれば同じような現象を見ることができる。

例として図. 2.2に超流動体における定常乱流を示す。(x, y) = (L,L), L = 64の二次元
空間の周期的境界条件を課した系に対して、規格化した ∫

d2r|ψ(r)|2 = 1の一様な初期状
態から、およそL/4のサイズのランダムポテンシャルによるエネルギーを注入し流体の運
動エネルギーが定常になるまで十分な時間が経過した状態である。(a)は密度分布を示し、
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乱流により乱雑な状態であることがわかる。(b)は同じ時刻の速度場を示し、速度ベクト
ルで可視化すると乱雑な分布から、大小の流れや渦が見えてくる。そして密度分布からよ
り定量的な速度の情報を得ることでエネルギーの分析が可能となる。ランダムポテンシャ
ルの詳細については 付録 (B)にて示す。

図 2.2: (a)は定常乱流の確率密度 |ψ|2、(b)は同じ時刻の速度場のベクトル図。(x, y) = (L,L), L = 64の二次元空間の周期的境界条
件を課した系に対して、およそ L/4 のサイズのランダムポテンシャルによるエネルギーを注入し流体の運動エネルギーが定常になる
まで十分な時間が経過した状態である。定常状態の乱流中では大小のスケールの渦や流れが見られる。数値計算は擬スペクトル法を用
いて算出した。数値計算の詳細については 付録 (A) にて示す。
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乱流研究は他の物理と同じく、一見すると複雑な様子または見逃がしてしまう様子から、
速度やエネルギーなど定量的な情報を得ることで規則性や法則を見出すことである。ここ
では本研究に関連する古典乱流と量子乱流の先行研究についてレビューをする。

2.2 古典流体における乱流研究
古典流体では、乱流状態の指標としてレイノルズ数 Reを用いて、多くの実験結果で

Re > 2000の範囲で得られている [18,51]。実験研究や工学技術ではレイノルズの相似法則
をモデルにして、広範囲な物体のスケールや流体の種類で実用化されている。レイノルズ
数は流体の運動方程式、ナビエ・ストークス方程式 ∂u

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇p+ ν∇2vの慣性

項と粘性項の比 (Re ≡ (v·∇)v
ν∇2v

= vl
ν
)の無次元量で定義される。v, t, ρ, p, νはそれぞれ流体の

速度場、時刻、流体の密度、圧力、動粘性率である。Re > 2000の乱流状態では分母の粘
性項よりも分子にくる慣性項が支配的となる。慣性項の (v · ∇)vについて一次元のモデル
を想定すると、乱流状態の流体速度の変動を v(x) = v′ cos(kx)、波数空間を k、実空間を x

と仮定したとき、

(v · ∇)v = v′ cos(kx) · ∂v
′ cos(kx)

∂x
= −v′2k cos(kx) sin(kx) = −v′2k sin(2kx), (2.1)

と記述され、慣性項が支配的となる場合では任意の大きさの渦から、2倍の高波数スケー
ルの力が流体中で積極的に作用し半分のスケールの渦が生成される。このはたらきによっ
て、乱流中において低波数スケールの乱れが高波数スケールの乱れに分裂、カスケードし
ていくと試算できる [4]。可視的には、乱流中で起きる大きな渦が、小さな渦へと漸化的
に分裂していく過程を、気象学者のリチャードソンが記録を残し、リチャードソン・カス
ケードとして知られている [16]。図. 2.3(a)はその慣性領域で渦が分裂していく過程のイ
メージである。定常に発達した乱流では大きいスケールの流体の要素が、周囲の速度や要
素自身の流れの不安定性によって渦巻き、次第に小さな流体要素へと分裂し最終的には分
裂のエネルギーが散逸する。古典乱流の散逸では粘性による熱に変換される。この過程を
エネルギーカスケードという。乱流ではレイノルズ数Re = (vl)/ν、(lはシステムサイズ)

が非常に大きいため、分母にあらわれる粘性に依らなくなる。図. 2.3(b)は横軸が波数 k、
縦軸がエネルギースペクトルE(k)をあらわすグラフである。乱流状態のエネルギースペ
クトルは波数に対して−5/3のべき乗に従うエネルギースペクトルを示す慣性領域 (Ef(k))

がありその前後の低波数側 (ki)ではエネルギー注入し、高波数 (kd)でエネルギー散逸す
る。以上のように複雑と思われる乱流の現象について、エネルギーの側面から定量的な情
報を得られることを足掛かりに、本研究では量子乱流のエネルギーカスケードについて古
典乱流の研究と照らし合わせて調査を進めた。
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図 2.3: (a) は乱流状態の慣性領域における大スケールの渦が小スケールの渦へカスケード分裂するイメージ図。(b) はの乱流の系
のエネルギースペクトル E(k) を示す。(a) のイメージで描くような渦の分裂がエネルギースペクトルの慣性領域で起きている。低
波数領域 ki(induction) でエネルギーが注入され、乱流の慣性領域 Ef(k)(energy flux) ではエネルギーがカスケードし、高波数領域
kd(dissipation)でエネルギーが散逸される。得られたグラフの系は 1283 の三次元で超流動体が定常乱流に達している全空間のエネル
ギーから算出した。詳細は本論文の 3.4.2 節を参照。

2.3 コルモゴロフ理論
コルモゴロフは乱流において支配的となる物理量を推察し、十分大きな流体の系で発達
した乱流の現象があらわている小さな区画に着目した。この区画の乱流は一様で等方的で
あり、十分に大きな系が乱流をもたらすメカニズムの詳細によらない普遍的な物理量であ
ると考え、二つの仮説を立てた [1]。一つ目の仮説はこの区画の一様で等方的な乱流で支配
的な物理量は、システムサイズ lと、エネルギーが注入から高波数のスケールへカスケー
ド伝搬するときの平均的なエネルギーレート ϵ、そしてエネルギーが熱散逸する際にはた
らく動粘性率 νであるとした。これらの物理量であらわした空間 η、時間 τη、速度 vη、流
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体密度 ρη = 1、エネルギーレート ϵ = ⟨(ρηv2η)/τη⟩は

η =
(
ν3/ϵ

)1/4
τη = (ϵν)1/4

vη = (ν/ϵ)1/2 (2.2)

で示される。また、この単位系のレイノルズ数、

Reη =
vηη

ν
= 1 (2.3)

が得られる。レイノルズ数は 1となり慣性力と粘性力の比がつりあう。発達した乱流では
レイノルズ数が 1よりも十分大きな値であることから、これらの関係は乱流における最も
小さなスケールをあらわしている。この単位系の運動エネルギーは、

E(k) ∝ v2ηη, (2.4)

で示される。これを ν, ϵと波数 k = η−1の物理量であらわすと、

v2ηη = ϵ1/4ν5/4(k/η−1)n = ϵ1/4ν5/4(kϵ−1/4ν3/4)n (2.5)

を得る。(kϵ−1/4ν3/4)nは無次元量の n乗で括られる。
二つ目の仮説は、レイノルズ数が大きな値を示す乱流の慣性領域で支配的な物理量がシ
ステムサイズ lと平均的なエネルギーレート ϵによって決定され、動粘性率 νに依らない。
このことから、νに依らない無次元量 (kϵ−1/4ν3/4)n=−5/3が要請され、この仮説より運動エ
ネルギーは、

E(k) = Cϵ2/3k−5/3 (2.6)

を得る。Cは任意定数である。これをコルモゴロフの−5/3べき乗則といい、多くの実験、
数値計算で確認されている [1–8,17,18]。例として図. 2.3(b)では、に乱流の系のエネルギー
スペクトルを示す。流体要素が乱流中のスケール間でエネルギーを輸送する範囲Ef(k)を
慣性領域といい、慣性領域よりも低波数 kiでエネルギーが注入され、高波数 kdで散逸さ
れる。

2.4 渦度の可視化によるエネルギーカスケードの考察
古典乱流におけるエネルギーカスケードについて後藤らは乱流中の渦バンドルの可視化
に着目し、リチャードソンが描くような低波数渦度から高波数渦度へカスケードする構造
があることを調査発見した [17–19,47]。特徴的な発見として、低波数の渦バンドルから高波
数の渦バンドルが生成されるとき、直交した配置をとることが確認された。この直交性の
定量的な分析に、低圧力法を用いて渦バンドル断面の圧力勾配の極小値をつなぎ合わせた
渦中心の構造を得る。大小渦スケールのカスケード過程を、それぞれの渦中心の配置から
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角度関係を相関関数を用いて算出した。分析の結果から、低波数から高波数へ渦バンドル
がカスケード生成する際、その構成は定量的に直交性を示していることがわかった。図. 2.4

の例では、(a)に示す大スケールの渦度W1から、小スケールの渦度W2が直交に生成され、
その配置の角度分布についての分析結果も (b)のように直交であることを示している。

図 2.4: (a)は大スケールの渦度W1 から小スケールの渦度W2 が生成された様子。矢印は渦度の回転の向き (右手系)をあらわす。(b)
は (a) で得られた渦度の W1 と W2 の間の角度分布を算出。相関関数 cos θ12 = 0 にピークがあることから W1 と W2 の配置される
関係が直交性であることがわかる。詳細は本論文の 3 章を参照。

本研究では超流動体を対象に同様の分析を行い、低波数の渦バンドル配置からの調査に
加え、発達した等方乱流に対しても同様の分析を進め、量子乱流における渦度の階層構造
を調査した。量子流体では位相欠陥による量子渦構造が存在するため、大スケールの渦バ
ンドルから小スケールへカスケードしていく具体的な様子を抽出することができる。

2.5 二流体乱流におけるエネルギー注入率と流滴サイズ
水と油のような互いに溶け合わない分離した二流体に対して、ドレッシングを混ぜる要
領で外部からエネルギーを注入すると、乱流が発生し水と油は細かな流滴に分裂した状態
で入り混じる。そして外部のエネルギーの大小と分裂する流滴サイズの関係は一意的に対
応する。エネルギーが大きい場合では、流滴が大きなサイズで維持することができず、比
較的細かく分裂する。エネルギーが小さい場合では分裂するための力が弱く細かく分裂し
にくい。そしてエネルギーをなくしてしまうと次第に同じ成分どうしがまとまっていき、
二流体は再びそれぞれ一つの大きな領域に分離する。
コルモゴロフとヒンゼはこの二流体乱流においてウェーバー数から、外力のエネルギー
注入率と流滴サイズの関係性を導いた [20, 21]。ウェーバー数Weは無次元数、

We =
ρ⟨u2⟩D
σ

, (2.7)
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であらわされる。ρ, u,D, σは、それぞれ流体の密度、速度、流滴サイズ、表面張力を示す。
流体速度の二乗平均 ⟨u2⟩と、乱流中における支配的な物理量のエネルギー注入率 ϵと流滴
サイズDそれぞれの次元について、

表 2.1: 次元解析

物理量 次元
流体速度の二乗平均 ⟨u2⟩ [L2T−2]

エネルギー注入率 ϵ [L2T−3]

流滴サイズ D [L1]

⟨u2⟩の次元を ϵ と D であらわす C(ϵD)2/3 [L2T−3L1]2/3 = [L2T−2]

で示す。Cは任意定数。表 2.1から、

⟨u2⟩ = C(ϵD)2/3, (2.8)

であらわすことができ (2.7)に代入し、

We =
ρ⟨u2⟩D
σ

, (2.9)

= C
ρϵ2/3D2/3D

σ
= C

ρϵ2/3D5/3

σ
, (2.10)

D5/3 =

(
We

C

)(
σ

ρ

)
ϵ−2/3, (2.11)

D = C ′
(
σ

ρ

)3/5

ϵ−2/5 , C ′ =

(
We

C

)−3/5

, (2.12)

から、

D(ϵ) ∝
(
σ

ρ

)3/5

ϵ−2/5 (2.13)

が得られエネルギー注入率 ϵと流滴サイズDの関係をむすびつける、古典流体におけるコ
ルモゴロフ・ヒンゼ (KH)スケールを得る。C ′は任意定数KHスケールの詳細については 4

章で述べる。
二成分系の古典乱流の場合のエネルギー注入率に対する流滴サイズの関係性について、パ
レカーらは乱流によって二成分がそれぞれもとの各成分へ分離してしまうのを阻止するは
たらきに注目し、KHスケール (2.13)をもとに数値計算を用いて調査した [91,93]。例とし
て図. 2.5に、二成分超流動体による乱流の時間発展の例でその様子を示す。系はL3 = 1283

の空間で周期的境界条件を課してある。図. 2.5(a)から (d)の場合 (without forcing)では、
ランダムに混ざった状態の二流体に対して外部からのエネルギーを与えない状況のため最
終的には一つの大きな二流体に分離する。図. 2.5(a′)から (d′)の場合 (with forcing A)で
は、外部から一定のエネルギーを与える状況により、二流体が一定の大きさに分離した状
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態を維持している。図. 2.5(a′′)から (d′′)の場合 (with forcing B)では、二流体が分離した
初期状態から、同じ一定のエネルギーを与え、最終的に図. 2.5(d′)と同じ程度の流滴サイ
ズで乱流の状態を維持する。結論として、外部のエネルギーの有り無しまたは大小によっ
て完全に分離した状態から、分裂する流滴サイズが一意的に対応する範囲があることがわ
かる。

図 2.5: エネルギー注入の有無について、初期状態からの時間発展の様子を示す。三次元二成分系の L3 = 1283 の空間で周期的境界条
件を課してある。(a)–(d) は外部からのエネルギー注入がないため二成分が大きく分離する。(a’)–(d’) はエネルギー注入により定常的
な乱流状態となり、一定の流滴サイズを維持する。(a”)–(d”) は二成分が分離した状態から同じ強さの外部エネルギーを注入し、(d’)
と同じ流滴サイズで定常的な乱流状態となる。詳細は本論文の 4 章を参照。

確率密度 |ψ|2をフーリエ変換し、スペクトルの分布から代表的な流滴サイズのピークを
得られる。図. 2.6(a)は図. 2.5の定常乱流に到達するまで流滴サイズの時間発展を示す。外
力がない場合 (without forcing)は二成分が分離し、システムサイズで頭打ちになる。外力
がある場合 (with forcing A/B)は、異なる初期状態であっても、同じ外力であれば一定の流
滴サイズを維持した状態になる。(b)は流滴サイズの頻度分布で、外力がない場合 (without

forcint)は低波数にピークが分布し、外力がある場合 (with forcing A/B)は特定のスペクト
ルにピークがあらわれる。このように、確率密度で得られる可視的な情報から流滴サイズ
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を分析することができる。

図 2.6: (a) は図. 2.5 のそれぞれの時間発展を示す。(b) は同じく時刻 t = 5000 の流滴サイズの出現頻度のスペクトル分布を示す。外
力がない場合は二成分が大きく分離してしまっているため最低波数にピークがあるが、外力がある場合はそれぞれの成分が一定の流滴
サイズで分裂しピークの位置が k = 0.3 前後の波数スペクトルに分布する。

2.6 量子流体における乱流研究
主な量子乱流の先行研究についての事例を概説する。数値計算を用いた理論研究では、
ノアらはテイラー・グリーン渦の集合体から時間発展させ、超流動体による量子乱流を発
見した。量子乱流のエネルギースペクトルはコルモゴロフ則を満たしている [97]。小林ら
の超流動体 4Heを想定した三次元量子乱流において、慣性領域のエネルギースペクトルは
非圧縮性流体の運動エネルギーから、コルモゴロフ則を満たし、古典流体と同様のエネル
ギーカスケードを示唆すると述べている [99]。リーブスらは二次元の超流動体の一様な流
れにおいて、円柱後方で生成される量子渦バンドルから乱流に状態が変化する点に着目し、
数値計算による結果から量子乱流におけるレイノルズ数を定義している [54]。坪田らは量
子流体力学の基礎的な導入から、量子乱流、渦糸モデル、GP方程式モデル、コルモゴロ
フ則、常流動体とのカウンターフローによる量子乱流について述べている [48,63]。藤本ら
は二成分系における乱流についてエネルギースペクトルを調査した [117]。
実験による研究では、バグナートらは 87Rb原子を葉巻状の磁気トラップに閉じ込め、こ
の三次元空間に対して回転と振動を与えることで実験による量子乱流生成を確認した [142]。
ネイボンらは 87Rb原子がボースアインシュタイン凝縮した超流動体に定常乱流を発生さ
せ、運動量空間に分布する原子数からエネルギースペクトルを定量し、−5/3べき乗のコ
ルモゴロフを満たしていることを発見した [9]。サロートらはHeI原子の超流動体を回転式
チャンバーを用いて乱流を発生させエネルギースペクトルが−5/3べき乗のコルモゴロフ
を満たしていることを確認した [143]。
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量子流体の特徴としては、粘性がなく、渦の流れには渦芯が存在する。そのため乱流中
の古典流体における粘性による散逸は、量子渦の再結合による渦運動の循環で置き換えら
れる。また古典流体では渦芯が実存しないが、量子流体では位相欠陥による渦芯をもとに
その運動や軌跡を観測することができる。

2.7 むすび
本章では、乱流の科学的側面の歴史と、本研究と関連する古典流体、量子流体の両方の
先行研究について概説を述べた。実験や理論で築かれてきた知見が近年では計算機の技術
が著しく進歩し、数値計算を用いて大規模な乱流のメカニズムが解明されてきている。量
子乱流の研究では、巨視的な流れにおいて古典流体と同じ特徴を持ちながらも、量子渦や
粘性が無いことなどの量子流体に特化した新たな調査結果が毎年報告されている。また、
多くの乱流研究でエネルギースペクトルを併記している場合が多く、研究者が乱流状態で
あるか見極める一つの指標と考えられる。



45

第3章 量子乱流における渦度分布の階層
構造

図 3.1: (a)は大スケールの渦度W1 と小スケールの渦度W2 が直交し、渦度分布の階層構造を構成している様子を示す。(b)は同じ時
刻の量子渦を示す。縦方向の渦芯と、直交するはしご状の横方向の渦芯が配置されている。渦度W1 の渦伸張により音速付近に達した
部分から渦輪が生成され、渦輪と渦度W1 の渦芯がリコネクションを起こし、直交した高波数の渦度W2 が生成される。大スケール渦
から小スケール渦が生成するリチャードソン・カスケードの描像が、量子流体中で起きている。詳細は 3.4.1 節を参照。
Tsuyoshi Kadokura, and Hiroki Saito,
Orthogonal and antiparallel vortex tubes and energy cascades in quantum turbulence,
Phys. Rev. Fluids 3, 104606 (2018).

3.1 まえがき
本研究は超流動体の乱流状態におけるエネルギーカスケードのメカニズムを明かにする

目的で、渦度を可視化しその渦度分布の階層構造について調査したものである。超流動体
のマクロな系を記述するGP方程式を用いた平均場近似による数値計算をおこないその詳
細を分析した。分析は以下の二つの手順で進めた。はじめに、三次元空間の４ヶ所に大ス
ケールの渦バンドルを配置し初期条件から時間発展させる。波数空間をフーリエ変換し、
各スペクトルの渦度の位置関係を分析する。次に、低波数領域のランダムポテンシャルの
外力を与えた定常的な一様等方性乱流状態について、はじめの手順で得られた結果とどの
ような共通点があるかを同じ方法で調査を行い考察する。調査の結果から、大スケールの
渦バンドルを配置した初期条件からの時間発展の様子について、フーリエ変換による波数
空間のバンドパスフィルタで各スケールの渦度分布を可視化することで、大スケールの渦
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バンドルから直交した小スケールの渦バンドルが生成される過程があることがわかった。
これは渦の分裂に伴い、大スケールの運動エネルギーが小スケールの方向へ向かう階層的
なエネルギーカスケードと連動していると示唆できる。本研究では量子化された渦芯のダ
イナミクスの可視化による、大スケール渦から小スケール渦生成の詳細な分析も併せて述
べる。
乱流中ではレイノルズ数の増加により、層流の流れが動的な不安定性を伴いながら渦を巻
き乱流に発達する [51]。その運動エネルギーは大スケールの渦から小スケールの渦に向かっ
て連鎖、カスケード的に伝達される。この様子について古くはレオナルド・ダビンチが排
水溝から流れ出る水流で、もつれあう大きな渦と小さな渦をスケッチに描かれている。そ
の後の記録では、気象学者のリチャードソンが乱流のメカニズムについて大きなスケール
の渦が小さなスケールの渦へ階層的に分離する様子を図. 3.2 [16]にある文章で残している。

図 3.2: リチャードソンの著書からの引用”大きな渦にはその速度に乗った小さな渦が発生し、小さな渦にはより小さな渦が粘性を伴っ
て発生する。” [16]

また統計的な立場から、コルモゴロフは乱流中で起きるエネルギーカスケードのスペ
クトルが−5/3のべき乗に従うと仮説を立てた。この仮説を実証した研究が理論、実験と
もに多くある [1–8,17, 18]。一方、量子流体には量子化される渦度や粘性が無いことなど、
古典流体と異なる特徴があるにもかかわらず、いくつかの共通した流体現象を示してい
る [53–59]。乱流現象についても、超流動ヘリウムや冷却原子ガスによる量子流体におい
て、エネルギーカスケードが存在する [9, 60]。量子流体の乱流においても非圧縮性の運動
エネルギーのスペクトルが −5/3のべき乗のコルモゴロフ則を示している [10–13]。その
他にも量子流体の領域で、様々な動力学についてのエネルギースペクトルが研究されてい
る [61, 62,64–81,97,98,100,101]。

3.2 古典乱流における理論的背景
古典乱流の先行研究として、後藤らは渦度分布を可視化する側面から、数値計算による
エネルギーカスケードの理論的な調査が行われた [17, 18]。乱流状態の系の渦度場空間を
フーリエ変換し、バンドパスフィルターを用いて、各スペクトルの大小の渦度分布を抽出
するものである。その結果、反平行の大スケールの渦から、直交した配置の小スケール渦
が生成されるメカニズムがあることを発見した。彼らの結論では、エネルギースペクトル
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の慣性領域では大スケールの渦管伸張により小スケールの渦管が生成され、この多段の階
層構造がリチャードソンの主張するエネルギーカスケードに寄与していると述べている。
そして大スケールから小スケールに伝搬するエネルギーカスケードが−5/3べき乗のコル
モゴロフ則を示す要因であることを示唆した。これらの背景をもとに本研究では、量子流
体が現象的に古典流体と類似する特徴をもつことを足掛かりに、量子乱流においても古典
乱流と同様の各渦度分布の動力学的過程があると推測し調査を進めた。
はじめの手順で、量子流体の三次元空間中で、渦度分布の階層構造の現れるかの調査を
行った。動力学的なメカニズムを明確に知る手段として、一様に分布している超流動の系
に、反平行の渦バンドルを意図的に配置し、その時間発展を観測した。大小の渦度を波数
スペクトルのバンドパスフィルタを用いて抽出し、渦度の各渦バンドルを渦管として可視
化した。その結果、反平行の渦管から直交した小スケールの渦管が漸化的に同じく反平行
で生成されていることがわかった。つぎの手順で、−5/3べき乗のコルモゴロフ則を満た
す発達した一様等方な量子乱流に対して、先と同様の波数スペクトルのバンドパスフィル
タによる方法で調査した。大小の各渦管が向く方向の角度分布を分析した結果、古典流体
で観測された関係と同様に、量子流体においても同じスケールの渦管の対では反平行性を
示し、大小スケール間の渦管では直交性を示していることを確認した。本研究は、 3.3で
は理論的な方法とその数値計算について、 3.4.1では大スケールの反平行の渦バンドルを
配置した初期状態からの時間発展について、 3.4.2では一様等方的に発達した量子乱流の
場合について、 3.5はこれらの考察とまとめの構成で議論する。

3.3 方法
本研究では以下に示す三次元空間中の絶対零度による希薄超流動を記述するGP方程式
の時間発展をモデルに調査を行った。

(i− γ) ℏ
∂Ψ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2Ψ+ U (r, t)Ψ + g|Ψ|2Ψ, (3.1)

Ψ(r, t)は巨視的な波動関数、mは粒子の質量、U(r, t)は外部ポテンシャル、gは結合定数を
示す。式 (3.1)には、この系の現象論的なエネルギー散逸としてパラメータγを含み [10–12]、
古典流体における熱的な散逸と同様、エネルギーカスケードにより主に高波数領域で散逸
する。数値計算は擬スペクトル法を用いて算出した。具体的には 付録 (A)で示す。γ = 0

の場合、エネルギーカスケードによる高波数領域のエネルギーが蓄積され、乱流状態でコ
ルモゴロフ則が成立しなくなる。本研究ではエネルギー散逸として γ = 0.004を用いた。
波動関数は ψ̃ = n

−1/2.
0 Ψとして規格化する。n0 = |Ψ|2はポテンシャル U がない条件での

原子の粒子密度である。また空間 ξ = ℏ/(mgn0)
1/2、時間 τ = ℏ/(gn0)として規格化条件を

課す。規格化した以下の (3.2)で数値計算を行う。

(i− γ)
∂ψ̃

∂t̃
=

[
−1

2
∇̃2 + Ũ + |ψ̃|2

]
ψ̃, (3.2)
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ここで ∇̃2 = ξ2∇2、Ũ = U/(gn0)である。
エネルギースペクトルは系全体の運動エネルギー

Ekinetic =
1

2
dr|∇̃ψ̃|2 (3.3)

をフーリエ変換し波数空間で非圧縮成分を抽出して得られる。定義の詳細については 付録
(C)で示す。
また質量流束は以下の式で与えられる。

J =
1

2i

(
ψ̃†∇̃ψ̃ − ψ̃∇̃ψ̃†

)
= |ψ̃|2∇̃ϕ, (3.4)

ϕは波動関数 ψ̃の位相成分である。渦度Ωは通常、速度場の回転Ω = ∇̃×(J/|ψ̃|2) = ∇̃×∇̃ϕ
で定義されるが、この場合、量子化された渦芯上の座標位置で分母の確率密度ゼロにより、
特異点として発散してしまう。この特異点を避けるため、ここでは質量流の渦度として、

W ≡ ∇̃ × J , (3.5)

を定義する。このことで確率密度がゼロの渦芯上の位置でも、発散とはならず連続的な値
をとり数値的に取り扱い易くなる。定常乱流を与える外力にはランダムポテンシャル Ũ を
用いる。ランダムポテンシャルの詳細については 付録 (B)にて示す。

3.3.1 渦度のスペクトル抽出
特定の波数スペクトルの渦度を抽出するために、以下の波数空間のバンドパスフィルタ

を用いる。

W̃ (k, t; kc) =


∫
W (r, t)e−ik·rdr (kc/

√
2 < |k| <

√
2kc)

0 (otherwise)

, (3.6)

kcはバンドパスフィルタで抽出する特定の波数を示す。抽出された渦度を累積した渦度分
布を以下のようにあらわす [18, 19]。

W (r, t; kc) =
1

V

∑
k

W̃ (k, t)eik·r, (3.7)

V = L3は系のサイズである。ここで大小の二つのスケール間の渦分布W (r, t; kc)をくら
べるためにW1(r, t : kc)とW2(r, t : kc)をとる。W2(r, t : kc)の kcは、W1(r, t : kc)より
も高波数とする。
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3.3.2 渦度のスペクトル間の角度分布の分析
バンドパスフィルターにより抽出した各スペクトルの渦度から、W1(r, t : kc)とW2(r+

∆r, t : kc)の間の直交性について、角度 θ12を得るため、余弦定理を用いて角度を算出し任
意の領域の出現頻度から角度分布の、

cos θ12 ≡
W1(r, t : kc) ·W2(r +∆r, t : kc)

|W1(r, t : kc)||W2(r +∆r, t : kc)|
. (3.8)

を定義する。同じスペクトルの渦度の反平行性について、W1(r, t : kc)とW1(r+∆r, t : kc)

の間の角度 θ12を得るため、

cos θ11 ≡
W1(r, t : kc) ·W1(r +∆r, t : kc)

|W1(r, t : kc)||W1(r +∆r, t : kc)|
. (3.9)

を定義する。また、cos θ12と cos θ11は、幅 |∆r|に制限した rと∆rの渦度ベクトル間で
算出する。以上の条件を全空間で分析する。P12(cos θ12)とP11(cos θ11)は、rの座標位置で
の渦度分布間∆rの範囲で得られる角度の頻度分布をあらわす。座標位置 rと r + ∆rの
間の渦度分布W1の対が反平行性の傾向がある場合、cos θ11 = −1にピークを示し、また
渦度分布の大スケールのW1(r)から生成された小スケールW2(r+∆r)の間では直交性の
傾向がある場合、cos θ12 = 0にピークを示すことになる。W1とW2のこれらの傾向につ
いては次章で述べる。
以上の方法をもとに、一辺が Lの立方体 L3 = 1283の周期的境界条件を課した三次元
空間で、分解能が∆x = ∆y = ∆z = 1の系による擬スペクトル法を用いた数値計算を行
い (3.2)の解をもとめる。数値計算の詳細については 付録 (A)にて示す。
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3.4 結果と考察
3.4.1 反平行渦バンドルの配置による渦度分布のカスケード過程

図 3.3: 4 つの渦バンドルによる初期状態からの量子化された渦芯のダイナミクスを示す。渦芯は波動関数の位相が 2π に回転した
箇所を抽出し可視化してある。 (a) 一様な系に、式 (3.10) で定義した半径 16 の 6 本で構成される渦バンドルを中心位置 (x, y) =
(64, 64), (108, 64), (64, 108), (108, 108) の 4 か所に配置。 回転の矢印は渦バンドルの回転方向を示し、±y の矢印は、渦バンドル自
身が移動する方向を示す。(b)は時刻 t = 160のスナップショット。二つの渦バンドルのペアが pmy 方向に移動していくなか、渦輪と
はしご構造の形成が見られる。

はじめに、大スケールの渦バンドルがどのように小スケールの渦を生成するかを観測す
るため、乱流を用いず予め大スケールの渦バンドルを配置した初期状態を用意しそのダイ
ナミクスを調査した。図. 3.3 (a)のように、一様系の三次元空間に、4つの大スケールの
渦バンドルを配置する [82]。それぞれの渦バンドルは、以下の数式に示す 6本の渦芯で構
成される。

ψ̃(r) = ψ̃0(r)
5∏

n=0

x− xn ± i(y − yn)

|x− xn ± i(y − yn)|
, (3.10)

 xn

yn

 =

 rb cos
(
nπ
3
± πz

L

)
rb sin

(
nπ
3
± πz

L

)
 , (n = 0, 1, · · · , 5), (3.11)

数式 (3.10)の ψ̃0は波動関数を示し、rbはバンドルの半径サイズ、渦芯の回転方向は±符
号で定義する。この系では数式 (3.2)において、ポテンシャル Ũ = 0としてある。
図. 3.3は、波動関数の値から位相差のデータを算出し渦芯の情報を抽出したものである。
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　具体的には以下の手順で計算する。
１．数値計算上の空間XY Z = 1283に入る波動関数のデータは複素数で表現される。
　　X、Y、Zは波動関数の値が入る空間の座標の整数値 0 ∼ 127で、
　　全空間にわたって値を読み取る。
２．座標位置を中心とした回転面上の周囲 8ヶ所の位相差を以下の様に合計する。
　　　　図. 3.4の例）
　　　　 ψ1(X − 1, Y − 1, Z + 1)、ψ2(X − 1, Y, Z + 1)、ψ3(X − 1, Y + 1, Z + 1)、
　　　　 ψ8(X,　 Y − 1, Z　　)、　　　　中心、　　　 ψ4(X,　 Y + 1, Z　)、
　　　　 ψ7(X + 1, Y − 1, Z − 1)、ψ6(X + 1, Y, Z − 1)、ψ5(X + 1, Y + 1, Z − 1)

θsum = arg(ψ1/ψ2) + arg(ψ2/ψ3) + arg(ψ3/ψ4) + arg(ψ4/ψ5)

+ arg(ψ5/ψ6) + arg(ψ6/ψ7) + arg(ψ7/ψ8) + arg(ψ8/ψ1), (3.12)

　　合計した θsumが 2πの条件を満たした中心の座標を 1、
　　それ以外を 0として渦芯の有無を判定し抽出する。
３．さらにその座標を中心として、回転面の向きを以下の 9方向から同様の判定で調べる。
　　 z軸に直交する x− y面、x軸に直交する y − z面、y軸に直交する x− z面、
　　 z方向に 45度傾いた x− y面、z方向に 135度傾いた x− y面、
　　 x方向に 45度傾いた y − z面、x方向に 135度傾いた y − z面、
　　 y方向に 45度傾いた x− z面、y方向に 135度傾いた x− z面、
　　図. 3.4では上記の手順の、x方向に 135度傾いた y − z面の場合である。
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図 3.4: 全空間を走査し、座標位置を中心とする回転面の周囲 8ヶ所の波動関数のデータから位相差を合計する。合計が 2π の場合、渦
芯ありと判定する。回転面の向きは全方位 9 方向から渦芯を抽出する。

図. 3.3(a)は初期状態から、二つの渦バンドルのペアは±y方向に対向して進む。ねじれ
た構造は、渦バンドルの渦芯が遠心力によってすぐに広がってしまわない目的である。時間
発展が進むと、バンドルの間から小さな渦輪が生成、伸張する。さらに生成される後方の
新たな渦輪により、はじめの渦輪は押し出され渦バンドルの渦芯とリコネクションを起こ
す。図. 3.3(b)のように渦輪は変形した後、バンドルに対して直交したはしご状の構造をと
る。また、三次元空間の大きさ 1283に対して空間の分解能を 0.5としているため、図. 3.3

の渦芯は 2の太さで可視化される。
初期状態の図. 3.5(a)～(d)は、図. 3.3(a)と同じ結果の z = 64の断面について示す。6本
で構成した渦芯を図. 3.5(b)は z = 64での密度分布の断面で、6本の渦芯で構成した大ス
ケールの渦バンドルが４ヶ所に配置しているのがわかる。図. 3.5(c)はその速度場を示し、
それぞれの渦芯をすべて同じ向きの回転方向にすることで、大きなスケールの渦として構
成できる。図. 3.5(d)は波動関数から位相を算出し、渦芯の存在の有無と回転方向が確認
できる。この渦バンドルの大スケールの渦を時間発展させて、小スケールの渦へカスケー
ド分裂する過程を算出する。
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図 3.5: (a)は、渦芯 6本の渦バンドル構造を４ヶ所に対称に配置した初期状態。(b)は z = 64での密度分布の断面。(c)は、(b)の速
度場のベクトルを示す。速度ベクトルの向きから、大スケール（低波数）の渦が互いに反平行に配置されていることがわかる。(d)は、
波動関数から位相を算出した z = 64での断面。(d’)の位相の情報から、渦芯が −π から π まで連続していることが確認できる。各バ
ンドルの 6 本の渦芯は、同じ向きに回転し大スケールの渦を実現する。赤色の矢印は時計回転の大スケールの渦バンドル、青色の矢印
は反時計回転の大スケールの渦バンドルを示す。
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図 3.6: (a)–(f)は、スケール間のカスケード過程の詳細について、図. 3.3の別の角度から見た渦芯のダイナミクスを示す。大スケール
の渦バンドルが回転しながら移動し、(b)で渦バンドルの伸張により、局所的に音速を超える部分から小さな渦輪が生成される。(c)で
小さな渦輪が近傍の渦バンドルとリコネクションが起きる。(d)–(f) で低波数の渦バンドルと直交した配置で小スケールの渦バンドル
が生成し渦度のカスケードが起きる。このダイナミクスにより、同時にエネルギースペクトルも大スケールから小スケールへカスケー
ドしていると示唆される。

図. 3.6ではその過程の詳細を示す。図. 3.6 (b)の様に大スケールの渦バンドルの間で、
渦バンドルの伸張によって周囲の速度が局所的に臨界速度を超え、その領域の場所から小
さな渦輪が生成される。図. 3.6(c)から (e)の過程では、生成された渦輪が引き伸ばされ大
スケールの渦バンドルの渦芯に接触し、渦芯のリコネクションが起こる。リコネクション
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の後は、図. 3.6 (f)の様な大スケールの渦バンドルとの間に、はしご状の構造の小スケー
ルの渦バンドルが生成される。このように渦芯のダイナミクスが可視化されることで、大
スケールの渦バンドルから小スケールへのカスケード過程が明らかとなった。

図 3.7: (a′)–(f′)は図. 3.6の渦度分布について、波数スペクトルのバンドパスフィルターで |W1|と |W2|に抽出した等渦度面。時間発展
により大スケールの渦度から小スケールの渦度がカスケード生成しているが確認できる。W1 のバンドパスの範囲は 4/

√
2 ≤ |k| < 4

√
2、

W2 のバンドパスの範囲は 7/
√
2 ≤ |k| < 7

√
2 である。

図. 3.7 (a′)から (f′)はバンドパスフィルターにより抽出された |W1|と |W2|の等渦度面
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である。|W1|、|W2|は、渦度ベクトルの絶対値をとった渦度の大きさ
|W1| =

√
W 2

1x +W 2
1y +W 2

1z (3.13)

|W2| =
√
W 2

2x +W 2
2y +W 2

2z (3.14)

をあらわす。バンドパスフィルターの |W1|の波数の範囲は 4/
√
2 ≤ |k| < 4

√
2、|W2|は

7/
√
2 ≤ |k| < 7

√
2である。大スケールの渦度分布としてW1、小スケールとしてW2を観

測する。図. 3.7 (a′)では時刻 t = 40でW1の周囲に渦度W2が生成しはじめる。その後、
W1の間のW2が引き伸ばされ、渦度W1の管状の等渦度面が細くなっていく。t ≲ 120の
期間では渦度W2は断片的に分布しているが、t = 160のW2では図. 3.7 (f′)に示す様な
管状に成長し、W1に対して直交した配置をとる。この結果はエネルギーカスケードによ
る、大スケールの構造が小スケールの構造を形成する過程のダイナミクスを明らかにして
いる。以上の渦バンドルの伸張を起因とした同様のダイナミクスは古典流体でも発見され
ている [18, 83,84]。

図 3.8: 図. 3.7 について、(a) は t = 160 の時刻の渦芯、(b) はその等渦度面を示す。(b) の図から目視でも、大スケールの渦度 |W1|
（赤色）とそれから生成された小スケールの渦度 |W2|（黄色）が直交した位置関係であることがわかる。(c)は大スケールの渦度W1(r)
と小スケールの渦度W2(r+∆r)の角度分布 θ12。(d)は隣り合う大スケールの渦度の対W1(r)とW1(r+∆r)の角度分布 θ11。角
度分布を相関関数を用いて算出した (c) の直交性、(d) の反平行性が確認できる。算出範囲 |∆r|は、等渦度面がある 48 ≤ |∆r| < 50
を選ぶ。(b) の等渦度面の図では、それぞれの渦度の回転方向を記している。また、大スケールの渦度 |W1| が渦伸張により渦バンド
ルの直径が大きな部分と小さな部分が見られる。直径が大きな部分では周速度が速く、音速をこえると局所的に渦が生成される。
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図. 3.8 (a)と (b)では、図. 3.6 (f)と 図. 3.7 (f′)を別の角度から見たときの、はしご状に
形成された渦芯と、同じ時刻の渦度分布を示す。図. 3.8 (b)では渦管W1の対と、生成され
た隣接する小スケールの渦管W2の対それぞれ反平行の回転であることがわかる。渦管に
ついて角度の関係性を定量化するため図. 3.8 (b)の状態での、それぞれの角度相関 cos θ12
と cos θ11を算出したものを、図. 3.8 (c)と (d)に示す。 (3.8) と (3.9)を用いるときの距
離 |∆r|は 48–50の範囲内を基準にした。角度分布 P12(cos θ12)では、cos θ12 = 0にピーク
を示し、大小スケール間の渦度 W1(r) と W2(r +∆r)で互いに直交性の傾向である。角
度分布 P11(cos θ11)では、cos θ11 = −1にピークを示し、同じスケール間の渦度 W1(r) と
W1(r +∆r)で互いに反平行性の傾向である。また、cos θ11 = 1のピークは、自身が太さ
のある渦バンドルを持つために同じ方向の渦度ベクトルとしてあらわれている。以上の結
果から、大スケールの反平行渦から直交した小スケールの渦がカスケード生成する過程は、
古典流体の先行研究と同等であることがわかった [18]。
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3.4.2 量子乱流における渦度分布の階層構造

図 3.9: 1283 の三次元空間で超流動体が定常乱流に至るまでの時間発展の様子。(a)–(c) は等密度面 |ψ̃|2、(a′)–(c′) は同時刻の渦芯、
(a′′)–(c′′) は同時刻のエネルギースペクトル E(k) を示す。乱流を発生させる外力のランダムポテンシャルは U(r, t) で、 付録 (B)
の (19) のパラメータとして、κ = 0.05, A0 = 0.5, and l = 8π である。乱流のエネルギースペクトルは、(c′′) の −5/3 べき乗のコル
モゴロフ則に到達する。

3.4.1節の方法と結果をもとに、量子流体の三次元空間中でランダムポテンシャルによる
外力を与え、発達した一様等方な定常乱流について同様の調査を行った。式 (3.2)に対し、
U(r, t)に付録 (B)で示すランダムポテンシャルを与え、その時間発展を数値的にもとめる。
この系はL3 = 1283の三次元空間である。図. 3.9の (a)–(c)は等密度面 |ψ̃|2、(a′)–(c′)は同
じ時刻の渦芯プロファイル、(a′′)–(c′′)は同じ時刻のエネルギースペクトルE(k) である。
低波数のランダムポテンシャルにより、量子流体に対して大スケールの外力がランダム
に働く。図. 3.9(a)の t = 20あたりから密度にその影響が見えはじめる。この段階では
図. 3.9(a′)の量子渦がまだ生成されていない。大スケールの流れから発達した乱流になる
と、低波数から高波数の方向へエネルギーがカスケードする。図. 3.9(a′′)のエネルギース
ペクトルは低波数の領域から現れ始め、時間発展に伴って図. 3.9(b′′)の時刻 t ≥ 200の定
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常状態ではE(k) ∝ k−5/3のコルモゴロフ則のエネルギースペクトルを示し、発達した乱流
の定常状態となる。
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図 3.10: 図. 3.9で示す発達した乱流の渦度分布。(a)は時刻 t = 13405の大スケールの渦度分布 |W1|と小スケールの渦度分布 |W2|。
右側の拡大図は、フーリエ変換による波数スペクトルのバンドパスフィルターにより抽出したW1 とW2 の大小の渦度分布が直交し
て配置されているのが目視でも確認できる。(b)は同じ時刻における、大スケールの渦度W1(r)と小スケールの渦度W2(r+∆r)の
角度分布 θ12。(c) は同じ時刻における、隣り合う大スケールの渦度の対W1(r) とW1(r +∆r) の角度分布 θ11。より高い信憑性を
得るため、(d) と (e) は、それぞれ 13000 ≤ t < 14000 の時間 1000 の間を平均して得られた角度分布。角度分布を相関関数を用いて
算出した (b)、(d) の直交性、(c)、(e) の反平行性が確認できる。角度分布 P11 と P12 は 1283 全空間から算出した。

ここで大スケール渦から小スケール渦の生成に伴い、エネルギーが波数スペクトル間で
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どのように伝達しているか、 3.4.1節と同じ方法で乱流中の渦度分布をW1とW2にバン
ドパスフィルターで抽出し分析を行う。図. 3.10(a)では、時刻 t = 13405のときの |W1| と
|W2|の等渦度面を示す。W1とW2の各スケールの抽出条件は図. 3.8と同じく、それぞれ
大スケール渦はW1、小スケール渦はW2に対応する。図. 3.10(a)の右図は、青枠の範囲
を拡大したものである。その拡大図のみ注視するとW1の渦管の並行にあるペアと、その
W1と直交したW2の渦管がはっきりと確認できる。ちょうど図. 3.10(a)にある反平行渦
配置での構成に相当する。それに反して、図. 3.10(a)そのものは、ランダムポテンシャル
により形成された乱雑な構造のため目視からその特徴はわからない。そこで 3.4.1節と同
様に、式 (3.8)と式 (3.9)で定義した方法を用いて、渦度W1とW2の角度分布 P12と P11

を抽出したものが、図. 3.10(b)と図. 3.10(c)に示す。図の結果から、ランダムポテンシャ
ルにより誘起された乱流状態にもかかわらず、渦管の位置関係に重要な関係があることが
わかる。W1（r)の渦管は角度分布P12(cos θ12)が cos θ12 = 0でピークを示し、W2(r+∆r)

の渦管と直交性を示す傾向があり、角度分布 P11(cos θ11)が cos θ11 = −1でピークを示す、
W1(r+∆r)の渦管と反平行性を示す傾向がある。(cos θ11 = 1のピークは比較元である自
身のW1(r)が渦バンドルの太さを持つためである。) この傾向が特定した偶発ではないこ
とを確かめるため、13000 ≤ t < 14000の期間の時間平均の角度分布を計算した。ここで、
ランダムポテンシャルが変動する代表的な時間周期は κ−1 = 20で、目的の平均値を得るた
めの時間幅はそれよりも十分長くとってある。図. 3.10(d)と図. 3.10(e)が示す時間平均は、
それぞれ図. 3.10(b)と図. 3.10(c)の傾向と変わっていないことがわかる。したがって、定
常的な乱流状態における渦度分布の角度関係は、 3.4.1節の大スケール渦バンドル配置か
ら時間発展させた場合のカスケードが、最初の手順で得られた結果と同様であることがわ
かった。以上の分析で、量子乱流においても、反平行の傾向を示す大スケール渦度のW1

から直交性を示す小スケール渦度W2が生成される構造があることがわかった。これらの
結果は動力学的な渦の伸張により大スケールから小スケールに向かってカスケード伝搬さ
れるエネルギーであることを示している。このことから−5/3べき乗のエネルギースペク
トルのコルモゴロフ則を満足する量子乱流では、大スケールの渦バンドルから小スケール
が生成される渦芯のリコネクションがランダムに起きていると推定できる。

3.5 むすび
本研究では超流動体の平均場近似を示すGP方程式の数値計算を用いて、量子流体にお
ける乱流中の渦度分布のカスケードを調査した。各スケールごとの渦度分布をバンドパス
フィルターによって抽出し、研究を進めた。 3.4.1節では、反平行渦を配置したモデルを
用いて、大スケールの反平行渦から、直交した小スケールの反平行渦がカスケード生成さ
れる過程があることを観測、調査した。これらの過程は量子化された渦輪の生成と再結合
による誘起の繰り返しであることがわかった。 3.4.2節では、一様に発達した乱流状態の
系について同様の調査を行った。ランダムポテンシャルの外力により複雑な乱流状態であ
る系においても、大小のスケールの渦度分布が同じようにカスケードすることがわかった。
乱流の慣性領域において、カスケード過程の同スケール渦は、反平行に配置する傾向があ
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り、またそこから生成される小スケール渦は、大スケール渦と直交する傾向がある。−5/3

べき乗のエネルギースペクトルとなるコルモゴロフ則が成立している量子乱流の系におい
て、この機構はエネルギーカスケードに重要な役割を果たしていると示唆される。本研究
では、W1とW2の二つのスケール間での渦度分布を議論した。今後の展望としては、大
規模な系でシミュレーションを行い、渦バンドルのより多段のスケール間で慣性領域のカ
スケード過程を調査する。
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第4章 二成分系超流動体の定常乱流にお
ける流滴サイズとエネルギー注
入率

図 4.1: (a) は二成分系超流動体の定常的に発達した乱流の、各成分それぞれ色分けした等密度分布を示す。(b) は外力によるエネル
ギー注入がないため、二成分が分離した状態を示す。二成分系の乱流では流体の界面張力と乱流による外力のバランスで、分裂するか
サイズを維持するかで拮抗する。エネルギー注入の大小により分裂する流滴のサイズは一意に決定する。外力は三枚の板をそれぞれ
x, y, z 方向で往復運動させて等方性の乱流を発生させる。詳細は 4.3 節を参照。

4.1 まえがき
乱流現象のメカニズムについて、一成分の系では大スケールの渦から小スケールへ繰り
返し分裂するカスケードの過程が思い浮かぶ。一成分から二成分以上の系へ拡張すると、
渦の分裂に加え、それぞれの成分ひとまとまりからの分裂が考えられる。成分ひとまとま
りの流滴サイズは、流体の界面張力と乱流による外力のバランスで、分裂するかまたは現
状のサイズを維持するかで拮抗する。本章では二成分系の超流動体を対象に、乱流中の流
滴サイズと外力を与えるエネルギー注入率の関係について調査した内容を述べる。
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4.2 古典乱流における理論的背景
本研究は二成分系超流動体の乱流状態における外力のエネルギー注入率と流滴サイズの
関係について、数値計算を用いて理論的に議論した。一般に水と油のような互いに溶け合
わない二成分系の液体に対して、定常的な乱流状態に発達させた場合、水滴、油滴のそれ
ぞれの大きさは、与えるかき混ぜの強弱に応じて決まる。かき混ぜが強いと水滴と油滴の
それぞれ生成される流滴のサイズは小さく、かき混ぜが弱いと流滴のサイズは比較的大き
くなり、さらに弱めてかき混ぜを止めてしまうと、水と油それぞれの範囲の二つに分離す
る。古典乱流において、コルモゴロフとヒンゼは流体が分裂する過程の流滴サイズについ
て推定した [20,21]。一般に発達した乱流では、エネルギーが大スケールの渦により注入さ
れ小スケールの渦の分裂とともにカスケード伝搬し、−5/3べき乗のコルモゴロフ則を示
す。このように大スケールの渦は、周囲からの圧力の影響で変形、分裂などを繰り返し不
安定になる。分裂の繰り返しで大きな流滴から小さな流滴が生成され、この過程は分裂さ
せるための乱流のエネルギーと、流滴の形状サイズを維持するエネルギーが釣り合うまで
続く。逆にこのサイズよりも小さい流滴は結合し大きな流滴に戻る。これらの機構により
任意のエネルギー ϵの注入によって定常な乱流状態で、そのエネルギーに対応する一意的
な流滴サイズD(ϵ)が存在する。以上の関係について、彼らによって (4.1)の方程式で与え
られるコルモゴロフ・ヒンゼ (KH)スケールが示された。

D ∝ (σ/ρ)3/5ϵ−2/5, (4.1)

σは流滴の界面張力係数、ρは周囲の流体密度、ϵは乱流中の代表的なエネルギー注入率を
示す。このKHスケールは様々な実験で検証されている [86–90] 。またここ１０年間の数
値計算による研究の記録が残っている [91–96] 。
以上の背景をもとに、二成分系 BECの超流動体乱流による、量子力学的な系を対象に

KHスケールについて研究を行った。本章では、KHスケールが超流動体の系でも現れる
ことの他、量子力学的な影響によって異なるKHスケールがあることを述べる。超流動体
における乱流の振舞いについては広く研究されている。単一成分の超流動で、等方的に発
達した乱流状態はコルモゴロフ則を示すことがわかっている [13,97–101] 。希薄気体BEC

の乱流現象も実験的に研究され [102–104] 、最近ではエネルギースペクトルが観測されて
いる [9,105–107] 。理論では二次元系 [108–112]、ダイポール超流動体 [113]、境界層 [114].

など様々な系で研究が行われている。ここでは二成分BECの乱流に焦点を当てる。多成分
BECの乱流については多くの研究者によって調査されている [115–121] 。多成分BECに
よる領域サイズのスケーリングに関しては、成分の領域が形成されたあとの粗視化するダ
イナミクスについて広く研究されている [122–132] 。しかし、成分の領域サイズのスケー
リングとコルモゴロフ則が組み合わさる分野のKHスケールについてはまだ調査されてい
ない。
KHスケール (4.1)とは次の機構をいう。乱流中の流体では、流滴サイズDの領域にわ
たり圧力の変動を受けてその領域の変形、分裂を引き起こす。Dの領域に対する圧力差は
∼ ρv2 ≡ Pturbulenceであらわされる。ここで vはDの周囲に圧力を生じさせるための流体の
速度差である。一様な等方乱流の慣性領域において、v2の統計的な平均はコルモゴロフの
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2/3則の v̄2 ∝ (ϵD)2/3に従う [85]。よって圧力は、Pturbulence ∼ ρ(ϵD)2/3 であらわされる。
一方、流滴はその形状を維持しようと分裂に対して抵抗する傾向をもつ。この維持する力は
界面張力から生じ、形状を分裂させるための圧力は∼ σ/D ≡ Psustainと推定される [133]。
さらに、KHスケール (4.1)により、Psustain ∼ Pturbulence, の条件が満たされると、小さな流
滴サイズへの分裂が止まる。混じり合わない二成分BECの場合、原子間相互作用と量子圧
力から生じる界面張力は、古典流体と同様に定義されている [134–136]。したがって、界面
Wの厚さが流滴サイズDよりもはるかに小さい場合、古典乱流で示される (4.1)は、超流動
体の二成分BECでも現れると予想される。ただしW がDよりも同等か大きい場合、 (4.1)

の界面張力の拮抗が破られる。界面の厚さW は、量子圧力と斥力相互作用の競合によって
決まり、量子圧力が支配的になるとW が大きくなる。したがって大きなW の限界には、分
裂に対する流滴サイズを維持するはたらきは古典流体の Psustain ∼ σ/Dではなく、量子圧
力 Psustain ∼ ℏ2/(mD2)に起因する。mは原子質量を示す。この場合、Psustain ∼ Pturbulence,

が与える流滴サイズは、
D ∼ (ℏ/m)3/4ϵ−1/4. (4.2)

であらわされる。したがって、W が大きな限界の分裂しにくい状況では、量子力学的な効
果が顕著になり、KHスケールは ϵの−2/5べき乗から、−1/4のべき乗に変化すると予想
される。本研究では二成分を結合するグロス・ピタエフスキー (GP)方程式の数値計算を
用いて調査を行い、これらの予想を裏付ける。

4.3 方法
平均場近似において二成分BECを記述するGP方程式は、

(i− γ)ℏ
∂ψ1

∂t
=

(
− ℏ2

2m
∇2 + Vext + g11|ψ1|2 + g12|ψ2|2 − µ1

)
ψ1, (4.3a)

(i− γ)ℏ
∂ψ2

∂t
=

(
− ℏ2

2m
∇2 + Vext + g22|ψ2|2 + g12|ψ1|2 − µ2

)
ψ2, (4.3b)

であらわされる。ψj(r, t)は j成分の波動関数である。Vext(r, t)は乱流をかき混ぜて発生さ
せる外部ポテンシャル、gjj′ = 4πℏ2ajj′/mは結合定数である。ajj′ は jと j′の成分間の s

波散乱長である。 (4.3)の定数 γは凝縮体から、原子が熱的にエネルギー散逸するために
導入した [137]。その γの値は、回復長よりも小さなスケールでエネルギー散逸が起きるよ
うに、慣性領域に影響が及ばない数値を選んだ。また化学ポテンシャル µjの導入により、∫
|ψj|2drが保存し、ユニタリー性が常に保たれる。数値計算は擬スペクトル法を用いて算
出した。詳細については 付録 (A)にて示す。二成分の混ざり具合は、結合定数 gjj′で決め
られる。g212 > g11g22の条件の場合、二成分は混ざり合わず相分離が起きる [138]。本研究
では、g11 = g22 ≡ g > 0かつ g12 > 0の状況を想定した。したがって、混ざり合わない条
件は、

g12 > g, (4.4)
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で与えられる。これらの混ざり合わず相分離する条件で、成分間に界面が生成される。そ
の結果、界面では界面張力によるエネルギーが生じる。g12/g− 1 ≪ 1の場合、界面張力の
係数は、

σ ≃
[
ℏ2n3

2m
(g12 − g)

]1/2
, (4.5)

で示される [134–136] 。nは界面から離れた超流動体の数密度を示す。
二成分間の界面の厚さを示すW は、以下の (4.6)の関係で数密度が互いに 0から n(nか
ら 0)に変化する。

W ≃ ξ(g12/g − 1)−1/2, (4.6)

ξ = ℏ/(2mgn)1/2は回復長を示す。
本研究では、長さ、時間、波動関数についてそれぞれ ξ、ℏ/(gn)、√

nで規格化してあ
る。nは各成分の平均密度である。これらの単位系で規格化したGP方程式の結合定数は、
g12/g ≡ g′である。対象の系はL3 = 1283のサイズで周期的境界条件を課してあり、二成分
は∫

|ψ1|2dr =
∫
|ψ2|2dr = L3の条件で占有する。乱流状態は、高さが4形状が1×128×256

の板状のポテンシャル Vextで流体をかき混ぜ、発生させる。かき混ぜ方法は図. 4.2(a)で示
すように、周期 νplateで、系のサイズ (0 < x < L)を往復運動し大きなスケールでエネル
ギー注入する。二成分系のGP方程式 (4.3)は、擬スペクトル法で数値計算を行う [139]。
詳細については 付録 (A)にて示す。分解能はそれぞれ時間が 10−3、空間は 2563で、ラン
ダムな位相を含む一様な密度の初期状態から時間発展させる。
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図 4.2: y 方向の幅 64 の板状ポテンシャル（赤色）が x 軸上を等速度で往復し、定常的な乱流状態を発生させる。(a),(b) はそれぞれ
t = 2000τ のときの片方の成分 |ψ1|2 と二成分 |ψ1|2 + |ψ2|2 の z = 64 の x − y 断面を示す。板状ポテンシャルが右方向に移動し、
(a) では片方の成分が Dmax = 10 ∼ 20 程度の大きさに分裂している。(b) では板状ポテンシャル後方から比較的大きい渦が生成され
ている。(c) は −5/3 のコルモゴロフ則を満たすことを確認。また、散逸パラメータ γ = 1.0001, 1.0002, 1.0003 の条件で低波数領域
に散逸エネルギーが影響していないことを確認。(d) は、⟨v2⟩ = (ϵD)2/3 で乱流状態を確認。(e) は図. 4.3 の時間発展の様子を示す。
(f) は時刻 τ = 2000 の流滴サイズの発生頻度を示す。
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本研究では二成分BECをかき混ぜて発達した定常乱流を取り扱う。図. 4.2(a)は結合定
数 g′ = 1.5で、板の往復するサイクルが νplate = 0.0050のときの |ψ1|2と |ψ2|2の等密度面
を示す。g′が混ざり合わない条件 (4.4)を満たすため、二成分はそれぞれ分離した様子にな
る。また図. 4.2(a)からは、 (4.6)の界面厚はW ≃ (1.5− 1)−1/2 ≃ 1.4の条件における代表
的な流滴サイズD ≳ 10の場合の乱流状態でW < Dである。したがってこの場合のKHス
ケールは、(量子流体の領域の (4.2)ではなく) (4.1)の古典流体の領域の界面厚であると期
待される。詳細については後述する。図. 4.2(b)と (c)は、かき混ぜる板が右方向に向かっ
ているときの、それぞれ密度の |ψ1|2と |ψ1|2+ |ψ2|2の断面を示す。一成分だけの図. 4.2(b)

では、|ψ1|2(または |ψ2|2)が分離による大きな空間が見られるが、二成分の図. 4.2(c)では
かき混ぜる板の遠くでは一様に分布している。図. 4.2(c)で見える小さな密度の穴は、ポテ
ンシャルの板の後方のほぼ音速付近によって現れた量子渦である。コルモゴロフ則を満た
した乱流の系であるかを確認するために、図. 4.2(d)で示すエネルギースペクトルE(k)を
算出した。エネルギー散逸の係数をそれぞれ γ = 0.0001, 0.0002, 0.0003で、非圧縮速度場
の t = 1500− 5000の平均をとったものである [97]。波数空間の慣性領域 (k ≲ 0.2)で−5/3

べき乗のコルモゴロフ則に一致している。図. 4.2(d)が示す慣性領域の範囲では散逸 γに
よる依存がほぼないことが確認できる。これは、γの値によるエネルギー散逸が、慣性領
域に影響を与えず小さい流滴サイズのスケールで発生していることを示している。本研究
では散逸定数を γ = 0.0001で数値計算を行った。KHスケールに対するエネルギー散逸の
依存性については引き続き調査中である。
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図 4.3: (a) は時刻 t = 1、結合定数 g′ ≡ g12/g = 1.5 の密度分布を示す。おなじく (b) は t = 5000、g′ = 1.5、(c) は t = 5000、
g′ = 1.001 の密度分布を示す。(d) は g′ = 1.5、νplate = 0.01 の場合の波数空間中の頻度分布 d̃(k) の時間発展を示す。代表的な流
滴サイズはピーク値から前後 101 の幅のブロードな分布を示す。(e) は (I), (II), (III), (IV) の各条件 (g′, νplate) = (1.001, 0.006)、
(1.5, 0.005)、(1.5, 0.008)、(1.5, 0.01) での代表的な流滴サイズが定常的になるまでの時間発展を示す。結合定数、注入エネルギーの
大小により流滴サイズは一意に対応する。

図. 4.3(a)-(c)に、d(r)の分布のスナップショットを示す。実空間d(r)をフーリエ変換によ
り波数空間kに展開、方位角の平均をとり、これを d̃(k)とあらわす。図. 4.3(d)は図. 4.2(c)

の d̃(k)の時間発展をあらわす。ランダム位相の初期状態により、d̃(k)は kに対し一様な分
布から始まる。その後、d̃(k)の分布は低波数に向かってピークが移動し、時刻 t ≳ 1500で
安定した分布に到達する。したがって、d̃(k)の分布は初期状態に依存しないことがわかる。
代表的な流滴サイズDは密度分布 d̃(k)の一次積率、∫

kd̃(k)dk/

∫
d̃(k)dk ≡ ⟨k⟩ (4.7)

から、波数の代表値を求めその平均した逆数の

D ≡ 2π/⟨k⟩ (4.8)

で定義する。



第 4. 二成分系超流動体の定常乱流における流滴サイズとエネルギー注入率 70

図. 4.3(e)は g′ = 1.5の場合の異なる条件の νplateによる流滴サイズDの時間発展を示
す。この結果から、g′による界面張力 (4.5)と、板の速度 νplateによるエネルギー注入率で
流滴サイズが一意的に決まることがわかる。
エネルギー注入率 ϵは以下のように定義する。板状のポテンシャルは図. 4.2で示すよう
に xplate(t)で配置され、±x方向に往復運動する。ポテンシャルが運動によって超流動体か
ら受ける力は、

F = −∂/(∂xplate)
∫
Vext(r; xplate)[|ψ1(r)|2 + |ψ2(r)|2]dr (4.9)

でもとめられる。したがってエネルギー注入率は

ϵ ≡ −F d

dt
xplate (4.10)

で与えられる。
また、ϵ(Dも含む)の値は、乱流のランダムな運動により時間変動する。図. 4.3(e)が示す
ように板状のポテンシャルの運動による周期的な変動が見られる。したがって、定常的な
乱流状態の到達後の長時間にわたり平均した ϵ̄ = ⟨ϵ⟩と D̄ = ⟨D⟩の値を分析に用いる。
図. 4.4(a)は、g′ = 1.5と 1.001のときの板の速度 νplateに応じたエネルギー注入率の時間
平均 ϵ̄を示す。
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図 4.4: (a) は定常的な乱流状態における g′ = g12/g = 1.5 と g′ = 1.001 の代表的な流滴サイズ D とエネルギー注入率 ϵ̄ の時間平均
した値をもとにプロットした KH スケール。青線、赤線は (4.1) と (4.2) の結果と比較するための直線 −2/5、−1/4 の傾きをあらわ
す。内層のグラフは nuplate の関数としてあらわした ϵ̄ を示す。(b) は ′g のパラメータに対して界面厚さ W を用いて縮尺した W 4ϵ̄
に対する D̄/W を示す。プロット値は縮尺された線上に揃い、普遍性をもっている。青線、赤線はそれぞれ −2/5、−1/4 の傾きをあ
らわす。

以上の方法で、 (4.1)と (4.2)で与えられる古典と量子のKHスケールについて調査する
準備ができたことになる。
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4.4 結果と考察
本研究の主題となる結果を図. 4.4に示す。図. 4.4(a)は g′ = 1.5と 1.001の場合の、エネ
ルギー注入率 ϵ̄に対する代表的な流滴サイズ D̄をグラフで示した。g′ = 1.5では、∝ ϵ̄−2/5

のべき乗に従い、 (4.1)で示す古典流体のKHスケールに一致した。これは二流体の成分
が十分に分離されており、流滴の分裂とサイズを維持するメカニズムは古典流体の界面張
力の範囲である。g′ = 1.001では、∝ ϵ̄−1/4のべき乗に従い、 (4.2)で示す量子流体のKH

スケールに一致した。これは流滴サイズを維持するメカニズムが主に不確定性原理から生
じる量子圧力による。このスケールでは D̄ < W = 0.001−1/2 ≃ 32よりも流滴サイズが小
さいために界面張力を定義することができない。

(4.1)の引用、 (4.2)の導出と、図. 4.4(a)による算出結果により、流滴サイズ D̄と界面
の厚さW = (g′ − 1)−1/2の二つの大きさに応じて、異なるべき乗則が現れることがわかっ
た。つぎに流滴サイズを D̄/W の縮尺に代える。 (4.2)にはW が含まれていないため、量
子流体のKHスケールでは、D̄ = cϵ̄−1/4を D̄/W = c(W 4ϵ̄)−1/4 で置き換える。係数 cは
W に依存しない任意定数である。D̄/W に対応するW 4ϵ̄の関係は、−1/4のべき乗の範囲
で普遍的にプロットされ、D̄/W ∼ 100付近で、−2/5のべき乗の範囲とクロスオーバーす
る。そのため、このプロットは両方の範囲で普遍的であると推測される。
図. 4.4(b)は、広範囲をプロットするため結合定数 g′を移動し D̄/W に対応したW 4ϵ̄の
値である。広範囲で算出した結果、−2/5と−1/4のべき乗の二つの範囲は推測した普遍的
なラインにプロットされることがわかった。D̄と ϵ̄は数値計算上、g′の値ごとに狭い範囲
で算出されるが、図. 4.4(b)で縮尺することで D̄と ϵ̄は広範囲にプロットされ、古典流体
のKHスケールと量子流体のKHスケールの二つのべき乗則の存在を裏付けている。
以上の結果について実験による再現の可能性について述べる。調和ポテンシャル中の非
一様な二成分 |ψ1|2 + |ψ2|2から生じるアンバランスを回避するために、箱型のポテンシャ
ルが推奨される。かき混ぜるためのポテンシャルはレーザーの共鳴光から離調させ生成す
る。光学トラップ中の攪拌を用いても乱流状態を作り出すことができる [9]。代表的な流滴
サイズの計測には三次元分布の断面画像から抽出、推定が可能と考えられる [140]。エネル
ギー注入率を直接測定することは難しいと思われる。そのため、図. 4.4(a)のようにポテン
シャルの運動とエネルギー注入率の関係を算出する数値計算のサポートが必要である。結
合定数 g12についてはフェッシュバッハ共鳴法を用いて変化させることができる。

4.5 むすび
本研究では超流動体の非圧縮二成分系の、発達した乱流状態におけるKHスケールにつ
いて調査分析した。乱流のエネルギーカスケードの慣性領域で、KHスケールについて古
典流体と、量子力学的な不確定性が支配的となる量子流体の二種類のべき乗があることを
想定した。二成分の超流動体を記述するGP方程式を用いて、外部ポテンシャルによる定
常乱流を発生する数値計算を行い、乱流条件下で一定の注入エネルギーに ϵ対して、流滴
サイズD(ϵ)がKHスケールに従うことを確認した。さらにD/W とW 4ϵの縮尺のスケー
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リングによって、量子と古典ともそれぞれ普遍的なKHスケールとなりクロスオーバーす
ることがわかった。今後の展望としては三成分以上についても拡張は可能で、同様の結論
があるか引き続き研究調査を進める。
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第5章 総括

本研究の量子乱流における渦度分布の階層構造については、渦バンドルが伸張する過程
で局所的に音速を超えた部分から量子渦が生成され、それが大スケールの渦バンドルとリ
コネクションを起こし、小スケールの渦バンドルを構成することがわかった。結果として、
大小の渦が直交した構造をとり高波数の方向へ漸化的に分裂しカスケードする。この渦度
のカスケードについては古典乱流と同様であり、乱流の慣性領域での−5/3のべき乗のエ
ネルギースペクトルの起因を示唆している。古典流体、量子流体とも慣性領域での大小渦
の生成する過程が共通であることから、今後の乱流研究では大規模な系などの調査によっ
てエネルギーカスケードのメカニズムのより詳細な調査を進めたい。
二成分系超流動体の乱流ではエネルギーカスケードの過程において、渦の分裂の他に二
流体それぞれの分裂が伴う。定常乱流の系で流滴サイズとエネルギー注入率の関係性は、
結合定数の強弱により古典乱流、量子乱流の振舞いをする二つのKHスケールの領域があ
ることがわかった。KHスケールをもとに、二成分の流体は界面張力と見立てられる相互
作用の効果により、乱流条件下でGP方程式の相互作用項が g′ > 1.05の領域では古典流体
と同様の−2/5のべき乗則、g′ < 1.05の領域では本研究で推察した量子力学的な作用が支
配する−1/4のべき乗則に従うことを発見した。この結果から、二流体の乱流で注入エネ
ルギーに影響する流滴サイズの分析や、KHスケールをもとに古典的であるか量子的であ
るかの判別などのエネルギースペクトル以外の視点で分析、活用ができると考えられる。
今後は、三流体以上の系の振る舞いについても研究を進める。
いずれも一見複雑と思われる乱流現象に、定性的な仮説を立て定量的に分析することで
渦バンドルのカスケード機構や、古典流体、量子流体の特性が得られ興味深い物理が潜ん
でいることがわかった。乱流分野の研究は物理学の未解決問題として課題が多く [15]、今
後も未知なるメカニズムが解明されていくと期待が持てる。
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第6章 付録

付録 (A)数値計算の方法
本研究の数値計算では擬スペクトル法を用いている。以下にグロス・ピタエフスキー方
程式の数値計算の方法について示す。三次元空間のグロス・ピタエフスキー方程式 (1.50)

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) =

[
−
(

ℏ2

2m
∇2

)
+ Vext(r) + g|ψ(r, t)|2 − µ

]
ψ(r, t), (1)

(1)の右辺の大かっこをハミルトニアン Ĥとおき、

i
∂ψ(r, t)

∂t
= Ĥψ(r, t) (2)

とあらわす。空間と時間の初期値を r0, t0として波動関数は、

ψ(r, t) = exp
(
−iĤt

)
ψ(r0, t0) (3)

を得る。 (3)の時刻 tを時間発展 t+ dtに置き換え、

ψ(r, t+ dt) = exp
[
−iĤ(t+ dt)

]
ψ(r0, t0) (4)

= exp
(
−iĤdt

)
exp

(
−iĤt

)
ψ(r0, t0) = exp

(
−Ĥdt

)
ψ(r, t) (5)

であらわせる。ハミルトニアンの運動エネルギーとそれ以外を分けると、

ψ(r, t+ dt) = exp
[
−i

{
Vext(r) + g|ψ(r, t)|2

}
dt
]
exp

[
−i

(
−1

2

∂2

∂r2
dt

)]
ψ(r, t) (6)

を得られる。
ここで運動エネルギーに二階の空間微分があるためフーリエ変換する。

exp

[
−i

(
−1

2

∂2

∂r2
dt

)]
ψ(r, t) = F−1

[
F
[
exp

[
−i

(
−1

2

∂2

∂r2
dt

)]
ψ(r, t)

]]
(7)

= F−1

[
exp

[
−i

(
1

2
k2
)
dt

]
ψ̃k(t)

]
(i2 = −1) (8)

= F−1

[
exp

[
−
(
1

2
k2
)
τ

]
ψ̃k(t)

]
(τ ≡ idt) (9)
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(7)から (8)へは、exp
[
−i

(
−1

2
∂2

∂r2dt
)]
ψ(r, t) = exp(Ã)ψ(r, t) とおき以下のテイラー展開

を用いる。

exp(Ã)ψ(r, t) =

[
1 + Ã+

1

2!
Ã2 + · · ·

]
ψ(r, t) (10)

と示し、フーリエ変換、

F
[
exp(Ã)ψ(r, t)

]
= F [ψ(r, t)] + F

[
Ãψ(r, t)

]
+ F

[
1

2!
Ã2ψ(r, t)

]
+ · · · (11)

を得る。波動関数一階の空間微分のフーリエ変換F
[
∂
∂rψ

]
= ikψ̃kの関係から、

F
[
exp(Ã)ψ(r, t)

]
= ψ̃k(t) +

(
−i1

2
k2dt

)
ψ̃k(t) +

1

2!

(
−i1

2
k2dt

)2

ψ̃k(t) + · · · (12)

= exp

[
−i

(
1

2
k2
)
dt

]
ψ̃k(t) (13)

したがって波動関数の時間発展、

ψ(r, t+ dt) = exp
[
−i

{
Vext(r) + g|ψ(r, t)|2

}
dt
]
· F−1

[
exp

[
−
(
1

2
k2
)
τ

]
F [ψ(r, t)]

]
(14)

を用いて三次元空間の数値計算を行う。

付録 (B)ランダムポテンシャルの時間発展による量子乱流生
成

一様で等方的な量子乱流を実現するためにランダムポテンシャルを用いる。GP方程式
のポテンシャルの項は次式であらわす。

U(r, t) =
∑
k

Ck(t)e
ik·r. (15)

フーリエ成分Ck(t)の時間発展はランジュバン方程式から導出される。
dCk(t)

dt
= −κCk(t) + fk(t), (16)

定数 κ > 0はポテンシャルの時間変動を与える。fk(t)はガウシアン・ノイズ

⟨fk(t)⟩ = 0, (17)

で与え、その平均はゼロである。

⟨fk(t)fk′(t′)⟩ = Akδkk′δ(t− t′). (18)
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の自己相関関数を得る。振幅 Ak は、
Ak = A0e

−( l
2
|k|)

2

, (19)

で与えられる。l は境界条件の範囲内でランダムポテンシャルの代表的な大きさを決める。
ランジュバン方程式 (15)の解を用いて、時間相関

⟨Ck(t)Ck′(t′)⟩ ≡ Ak

2κ
δkk′e−κ|t−t

′|, (20)

が定義され、ランダムポテンシャルは、
⟨U(r, t)U(r′, t′)⟩ ∝ e−κ|t−t

′|e|r−r′|2/l2 . (21)

を得る。 3.4.2節の数値計算では、ランジュバン方程式 (16)に従う係数Ck(t)であらわせ
る。 (15)の逆フーリエ変換により空間 l、時間 κ−1のスケールで実空間のランダムポテン
シャルを与える。

付録 (C)非圧縮性流体のエネルギースペクトル
乱流におけるエネルギーカスケードを担うのは、慣性領域で流体の密度が一定の非圧縮
の流れである。量子流体中の運動エネルギーは以下のようにあらわせる。

Ekinetic = −1

2

∫
drψ̃∗∇̃2ψ̃, (22)

=
1

2

∫
dr|∇̃ψ̃|2. (23)

波動関数 ψ̃(r) =
√
ρ(r)eiϕ(r), を用いて運動エネルギーの項を二つに分けられる。

Ekinetic =
1

2

∫
dr

[
ρ(∇̃ϕ)2 + (∇̃√

ρ)2
]
, (24)

= E1 + E2, (25)

E1 =
1
2

∫
drρ(∇̃ϕ)2 は古典流体としての運動エネルギーと、E2 =

1
2

∫
dr(∇̃√

ρ)2 は量子圧
力が起因するエネルギーの項である。実空間での渦度ベクトルw(r) =

√
ρ(r)∇̃ϕ̃(r) と波

数空間での渦度ベクトルとしてフーリエ変換、

w̃(k) ≡
∫

w(r)e−ik·rdr. (26)

を定義する。以下の様に、速度場wを圧縮と非圧縮に分ける。

w̃(k) =
k · w̃(k)

k2
k +

(k × w̃)× k

k2
, (27)

w̃L =
k · w̃(k)

k2
k, (28)

w̃T =
(k × w̃)× k

k2
. (29)
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運動エネルギーを速度場の表記で書き換える。

E1 =
1

2

∫
dr |w(r)|2 , (30)

=
1

2

∫
dr

[
|wT(r)|2 + |wL(r)|2

]
. (31)

流体の運動エネルギーの非圧縮成分のみを抽出し、

E ic
1 =

1

2

∫
|wT(r)|2 dr, (32)

=
1

2

∫
dk

(2π)3
w̃T(k) · w̃T(−k), (33)

=

∫
dkE(k), (34)

を、非圧縮流体に関するエネルギースペクトルE(k)と定義する。
図. 1は、超流動体における発達した定常乱流の非圧縮、圧縮それぞれのエネルギースペ
クトルの例を示す。

図 1: (a)は図. 1.11(c′)の t = 1000の非圧縮のエネルギースペクトルを示す。(b)は同時刻の、紫色線が非圧縮、緑色線が圧縮、水色
線がそのトータルのエネルギースペクトルを示す。非圧縮流れの成分のエネルギースペクトルが −5/3べき乗のコルモゴロフ則を示す。
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